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1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß È ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß
1.1. Èñõîäíûå ïîíÿòèÿ

Ïîä óïðàâëåíèåì â òåõíèêå ïîíèìàþò öåëåíàïðàâëåííîå âîçäåéñòâèå íà
êàêîå-ëèáî óñòðîéñòâî, îáúåêò. Óñòðîéñòâî (ìàøèíà, àãðåãàò, òåõíîëîãè÷å-
ñêèé ïðîöåññ), ñîñòîÿíèåì êîòîðîãî ìîæíî è íóæíî óïðàâëÿòü, íàçûâàåòñÿ
îáúåêòîì óïðàâëåíèÿ (ÎÓ). Îáúåêò óïðàâëåíèÿ ìîæåò ïðèíàäëåæàòü êàê ê
íåæèâîé ïðèðîäå (íàïðèìåð, ñàìîëåò), òàê è ê æèâîé ïðèðîäå (êîëëåêòèâ
ëþäåé). Â ñâîþ î÷åðåäü, ñàìî óïðàâëåíèå òàêæå ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ êàê
÷åëîâåêîì (ïèëîò óïðàâëÿåò ñàìîëåòîì), òàê è òåõíè÷åñêèì óñòðîéñòâîì (ñà-
ìîëåòîì óïðàâëÿåò àâòîïèëîò). Îáúåêò óïðàâëåíèÿ ñ âçàèìîäåéñòâóþùèì ñ
íèì óïðàâëÿþùèì óñòðîéñòâîì íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé óïðàâëåíèÿ.

Åñëè ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ôóíêöèîíèðóåò ñ ó÷àñòèåì ÷åëîâåêà, òî îíà íà-
çûâàåòñÿ àâòîìàòèçèðîâàííîé ñèñòåìîé óïðàâëåíèÿ (ÀÑÓ). Ñèñòåìà óïðàâ-
ëåíèÿ, ôóíêöèîíèðóþùàÿ áåç ó÷àñòèÿ ÷åëîâåêà, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé àâòî-
ìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ (ÑÀÓ).

Îñíîâíîé çàäà÷åé àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîääåðæàíèå
îïðåäåëåííîãî çàêîíà èçìåíåíèÿ îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí,
õàðàêòåðèçóþùèõ ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â ÎÓ, áåç íåïîñðåäñòâåííîãî ó÷à-
ñòèÿ ÷åëîâåêà. Ýòè âåëè÷èíû íàçûâàþòñÿ óïðàâëÿåìûìè âåëè÷èíàìè.

Áëîê-ñõåìó ñèñòåìû (àâòîìàòè÷åñêîãî) óïðàâëåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü òàê, êàê íà ðèñ. 1.

Îáðàòíàÿ ñâÿçü

g(t) u(t) y(t)

f(t)

Ðèñ. 1. Îáùàÿ áëîê-ñõåìà ÑÀÐ

ÎÓ � îáúåêò óïðàâëåíèÿ;
ÓÓ � óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî;
y(t) � âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ ÎÓ (ïåðåìåííàÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ);
g(t) � çàäàþùåå âîçäåéñòâèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò òðåáóåìûé (çàäàííûé)

çàêîí èçìåíåíèÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé;
u(t) � óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå, âõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ ÎÓ;
f(t) � âîçìóùàþùåå âîçäåéñòâèå (âîçìóùåíèå), äåéñòâóþùåå íà ÎÓ,

ïðèâîäèò ê îòêëîíåíèþ óïðàâëÿåìîé ïåðåìåííîé îò òðåáóåìîãî çíà÷åíèÿ.

2



Îáðàòíîé ñâÿçüþ íàçûâàåòñÿ êàíàë ñâÿçè, ïî êîòîðîìó èíôîðìàöèÿ î
âûõîäíîé âåëè÷èíå ïîñòóïàåò â óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî (ÓÓ). Â çàâèñèìî-
ñòè îò ïðèíöèïà óïðàâëåíèÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü ìîæåò îòñóòñòâîâàòü.

Ñèñòåìîé àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà óïðàâ-
ëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. Ïðè ýòîì ÎÓ � îáúåêò ðåãóëèðîâàíèÿ, ÓÓ � ðåãó-
ëÿòîð.

Ïðèíöèï äåéñòâèÿ âñÿêîé ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ
(ÑÀÐ) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îáíàðóæèâàòü îòêëîíåíèÿ ðåãóëèðóåìûõ
âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ðàáîòó îáúåêòà èëè ïðîòåêàíèå ïðîöåññà, îò òðå-
áóåìîãî ðåæèìà è ïðè ýòîì âîçäåéñòâîâàòü íà îáúåêò èëè ïðîöåññ òàê, ÷òîáû
óñòðàíÿòü ýòè îòêëîíåíèÿ.

Â çàâèñèìîñòè îò ðåàêöèè íà âõîäíûå âîçäåéñòâèÿ îáúåêòû óïðàâëåíèÿ
äåëÿòñÿ íà:

• óñòîé÷èâûå;
• íåéòðàëüíûå;
• íåóñòîé÷èâûå.
Äîïóñòèì, ÷òî ïðè âõîäíûõ âîçäåéñòâèÿõ u = u0 è f = f0 âûõîäíàÿ

ïåðåìåííàÿ y = y0. È ïóñòü íà êàêîå-òî âðåìÿ õîòÿ áû îäíî èç âõîäíûõ
âîçäåéñòâèé èçìåíÿåòñÿ,

u = u0 + ∆u èëè f = f0 + ∆f,

à çàòåì ïðèíèìàåò ïåðâîíà÷àëüíîå çíà÷åíèå ∆u = 0 è ∆f = 0 ïðè
t > t0 + T . Åñëè ïðè ýòîì âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ ñî âðåìåíåì ïðèíèìàåò ïåð-
âîíà÷àëüíîå çíà÷åíèå: y(t) → y0 ïðè t → ∞, îáúåêò óïðàâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâûì;

åñëè ïåðåìåííàÿ ïðèíèìàåò íîâîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå
y(t) → y∗ 6= y0 ïðè t →∞, îáúåêò óïðàâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì;

åñëè ïåðåìåííàÿ íå ñòðåìèòñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîìó èëè íîâîìó ïîñòîÿí-
íîìó çíà÷åíèþ, îáúåêò íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.

1.2. Ïðèíöèïû óïðàâëåíèÿ
Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ïðèíöèïû óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â

íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðè ðàçðàáîòêå ñèñòåì óïðàâëåíèÿ.
Ïðèíöèï ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ. Åñëè îá îáúåêòå óïðàâëåíèÿ

âñå èçâåñòíî, òî, òî÷íî çíàÿ, êàê çàâèñèò âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ îáúåêòà óïðàâ-
ëåíèÿ îò óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ, óïðàâëåíèå ìîæíî ôîðìèðîâàòü êàê èç-
âåñòíóþ ôóíêöèþ âðåìåíè u = u(t). Òàêîé ñïîñîá îðãàíèçàöèè óïðàâëåíèÿ
ìîæíî íàçâàòü ïðèíöèïîì ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïðè òàêîì ïðèíöèïå
óïðàâëåíèÿ ÓÓ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê óñòðîéñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïðîãðàì-
ìàòîðà (ïðîãðàììèðóþùåãî óñòðîéñòâà) è èñïîëíèòåëüíîãî óñòðîéñòâà (ÈÓ),
ðèñ. 2.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå èñïîëíèòåëüíîå óñòðîéñòâî ìîæåò îòñóòñòâîâàòü. Ïðèí-
öèï ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ íåïðèìåíèì:
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u(t) y(t)

Ðèñ. 2. Ñèñòåìà ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ

• ïðè óïðàâëåíèè îáúåêòîì, íà êîòîðûé äåéñòâóþò çàðàíåå íå èçâåñòíûå
âîçìóùåíèÿ, îêàçûâàþùèå ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà óïðàâëÿåìóþ âåëè÷èíó;

• åñëè îáúåêò óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì èëè íåóñòîé÷èâûì è
ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ äîëæíà ôóíêöèîíèðîâàòü äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîå âðåìÿ.
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè íåéòðàëüíîì è íåóñòîé÷èâîì îáúåêòå óïðàâëåíèÿ
íåáîëüøàÿ ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà â ïðîãðàììíîì óïðàâëåíèè ïðèâîäèò ê
íàðàñòàþùåé îøèáêå óïðàâëÿåìîé ïåðåìåííîé.

Ïðèíöèï êîìïåíñàöèè. Îñíîâíîé ïðè÷èíîé, îáóñëàâëèâàþùåé èñïîëü-
çîâàíèå ñïåöèàëüíûõ ÓÓ, ñîäåðæàùèõ, ïîìèìî ïðîãðàììàòîðà è ÈÓ, èçìå-
ðèòåëüíûå è óñèëèòåëüíî-ïðåîáðàçóþùèå óñòðîéñòâà, ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèå íà
ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ âîçìóùåíèé, îêàçûâàþùèõ ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà åå
ðàáîòó.

Ñïîñîá óïðàâëåíèÿ, ïðè êîòîðîì óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå âûðàáàòû-
âàåòñÿ íà îñíîâå äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèé, íàçûâàåòñÿ ñïîñîáîì óïðàâëåíèÿ
ïî âîçìóùåíèþ èëè ïðèíöèïîì êîìïåíñàöèè.

Äîñòîèíñòâîì äàííîãî ñïîñîáà ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü
ïîëíîé êîìïåíñàöèè âîçìóùàþùåãî âîçäåéñòâèÿ.

Íåäîñòàòêîì ìåòîäà êîìïåíñàöèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí íå âñåãäà ïðèìå-
íèì. Åãî íåëüçÿ ïðèìåíÿòü:

• åñëè âîçìóùåíèå íåëüçÿ èçìåðèòü (èç-çà òîãî, ÷òî åãî ñóùåñòâîâàíèå
íå èçâåñòíî èëè ïî äðóãîé ïðè÷èíå);

• åñëè íà ñèñòåìó äåéñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ âîçìóùåíèé, òàê êàê â
ýòîì ñëó÷àå ÓÓ ïîëó÷àåòñÿ ñëîæíûì;

• åñëè îáúåêò óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì èëè íåóñòîé÷èâûì.
Ïðèíöèï îáðàòíîé ñâÿçè . Óïðàâëåíèåì ïî îòêëîíåíèþ íàçûâàåòñÿ

òàêîé ñïîñîá óïðàâëåíèÿ, ïðè êîòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ îòêëîíåíèå òåêóùåãî
çíà÷åíèÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé îò òðåáóåìîãî çíà÷åíèÿ è íà åãî îñíîâå ôîð-
ìèðóåòñÿ óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå.

Ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííûå íà ñïîñîáå óïðàâëåíèÿ ïî îòêëîíåíèþ,
ñîäåðæàò îáðàòíóþ ñâÿçü � êàíàë ñâÿçè, ïî êîòîðîìó èíôîðìàöèÿ îá óïðàâ-
ëÿåìîé ïåðåìåííîé ïîñòóïàåò íà óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî. Ïîýòîìó ñïîñîá
óïðàâëåíèÿ ïî îòêëîíåíèþ òàêæå íàçûâàþò ïðèíöèïîì îáðàòíîé ñâÿçè.
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Äîñòîèíñòâîì ïðèíöèïà îáðàòíîé ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ åãî óíèâåðñàëüíîñòü,
âîçìîæíîñòü åãî èñïîëüçîâàíèÿ â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ èíôîðìàöèè î âîç-
ìóùàþùèõ âîçäåéñòâèÿõ. Ïðèíöèï îáðàòíîé ñâÿçè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â
òåõíèêå, à òàêæå ïðèñóù æèâûì îðãàíèçìàì è îáùåñòâó.

Íåäîñòàòêîì ñïîñîáà óïðàâëåíèÿ ïî îòêëîíåíèþ ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëü-
íàÿ íåâîçìîæíîñòü ïîëíîé êîìïåíñàöèè âîçìóùàþùèõ âîçäåéñòâèé. Ýòî ñâÿ-
çàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ýòîì ñïîñîáå óïðàâëåíèÿ óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå íà-
÷èíàåò âûðàáàòûâàòüñÿ è îêàçûâàòü âëèÿíèå íà õîä ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ
òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê âîçìóùåíèå, íà÷àâ äåéñòâîâàòü, âûçûâàåò îòêëîíåíèå
óïðàâëÿåìîé âåëè÷èíû îò òðåáóåìîãî ðåæèìà.

Ïðèíöèï êîìáèíèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ. Ïðèíöèï êîìáèíèðîâàí-
íîãî óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íà ñèñòåìó äåéñòâóåò ìíî-
ãî ðàçëè÷íûõ âîçìóùåíèé, îäèí (èëè íåñêîëüêî) èç êîòîðûõ îêàçûâàåò íàè-
áîëüøåå âëèÿíèå íà ðàáîòó ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ è ìîæåò áûòü èçìåðåí. Â
ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ âëèÿíèå ïðåâàëèðóþùåãî âîçìóùåíèÿ ìîæíî íåéòðàëè-
çîâàòü, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï êîìïåíñàöèè, à âëèÿíèå îñòàëüíûõ âîçìóùåíèé
íåéòðàëèçîâàòü, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï îáðàòíîé ñâÿçè.

1.3. Ñòðóêòóðà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ
Èçó÷åíèå è ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ÑÀÓ ñóùåñòâåííî îáëåã÷àþòñÿ, åñ-

ëè åå ïðåäâàðèòåëüíî ìûñëåííî ðàñ÷ëåíèòü íà òèïîâûå ýëåìåíòû, âûÿâèòü
ôèçè÷åñêèå âçàèìîñâÿçè ìåæäó íèìè è îòîáðàçèòü ýòè âçàèìîñâÿçè ñõåìà-
òè÷íî â êàêîé-ëèáî óñëîâíîé ôîðìå. ÑÀÓ ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà íà ÷àñòè
ïî ðàçëè÷íûì ïðèçíàêàì: íàçíà÷åíèþ ÷àñòåé, àëãîðèòìàì ïðåîáðàçîâàíèÿ
èíôîðìàöèè, êîíñòðóêòèâíîé îáîñîáëåííîñòè.

Â òåõíèêå ðàçëè÷àþò ñëåäóþùèå ñòðóêòóðû è ñòðóêòóðíûå ñõåìû ÑÀÓ:
• ôóíêöèîíàëüíóþ;
• àëãîðèòìè÷åñêóþ;
• êîíñòðóêòèâíóþ.
Ïðè ýòîì áóäåì ïîíèìàòü, ÷òî: ñòðóêòóðà - ñîâîêóïíîñòü ñâÿçàííûõ

ìåæäó ñîáîé ÷àñòåé ÷åãî-ëèáî öåëîãî; ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà - ãðàôè÷åñêîå èçîá-
ðàæåíèå ñòðóêòóðû.

Â òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ÷àùå âñåãî èìåþò äåëî ñ ôóíêöèî-
íàëüíîé è àëãîðèòìè÷åñêîé ñòðóêòóðàìè (ñõåìàìè). Ïîýòîìó ðàññìîòðèì èõ
áîëåå ïîäðîáíî. Ôóíêöèîíàëüíûå è àëãîðèòìè÷åñêèå ñõåìû ñîñòîÿò èç óñëîâ-
íûõ èçîáðàæåíèé ýëåìåíòîâ è çâåíüåâ (îáû÷íî â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêîâ) è
ðàçëè÷íûõ ñâÿçåé, èçîáðàæàåìûõ â âèäå ëèíèé ñî ñòðåëêàìè, ïîêàçûâàþùèõ
íàïðàâëåíèå ïåðåäà÷è âîçäåéñòâèé. Êàæäàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íî îä-
íîìó ñèãíàëó èëè îäíîìó âîçäåéñòâèþ. Îêîëî êàæäîé ëèíèè óêàçûâàþò ôè-
çè÷åñêóþ âåëè÷èíó, õàðàêòåðèçóþùóþ äàííîå âîçäåéñòâèå. Îáû÷íî âíà÷àëå
ñîñòàâëÿþò ôóíêöèîíàëüíóþ ñõåìó ÑÀÓ, à çàòåì - àëãîðèòìè÷åñêóþ. Àë-
ãîðèòìè÷åñêèå ñõåìû ìîãóò ñîñòàâëÿòüñÿ ñ áîëüøåé èëè ìåíüøåé ñòåïåíüþ
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äåòàëèçàöèè. Ñõåìû, íà êîòîðûõ ïîêàçàíû ëèøü ãëàâíûå èëè óêðóïíåííûå
÷àñòè ÑÀÓ, íàçûâàþòñÿ îáîáùåííûìè (ñì. ðèñ. 1).

Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñòðóêòóðà (ñõåìà) - ñòðóêòóðà(ñõåìà), îòðàæàþùàÿ
ôóíêöèè (öåëåâûå íàçíà÷åíèÿ) îòäåëüíûõ ÷àñòåé ÑÀÓ.

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (ñõåìà) - ñòðóêòóðà (ñõåìà), ïðåäñòàâëÿþ-
ùàÿ ñîáîé ñîâîêóïíîñòü âçàèìîñâÿçàííûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ çâåíüåâ è õàðàê-
òåðèçóþùàÿ àëãîðèòìû ïðåîáðàçîâàíèÿ èíôîðìàöèè â ÑÀÓ. Ïðè ýòîì àëãî-
ðèòìè÷åñêîå çâåíî - ÷àñòü àëãîðèòìè÷åñêîé ñòðóêòóðû ÑÀÓ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ îïðåäåëåííîìó ìàòåìàòè÷åñêîìó àëãîðèòìó ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèãíàëà.

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñõåìà ìîæåò ïîõîäèòü íà ôóíêöèîíàëüíóþ. Íî èíîãäà
äëÿ óïðîùåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðè èññëåäîâàíèè åå âèäîèç-
ìåíÿþò, è âíåøíåå ñõîäñòâî ñ ôóíêöèîíàëüíîé ñõåìîé óòðà÷èâàåòñÿ. ×àñòî â
òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ àëãîðèòìè÷åñêóþ ñõåìó íàçûâàþò ïðî-
ñòî ñòðóêòóðíîé ñõåìîé. Ìû òàêæå íå áóäåì äåëàòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó ýòèìè
ïîíÿòèÿìè.

Êîíñòðóêòèâíàÿ ñõåìà - ñõåìà, îòðàæàþùàÿ êîíêðåòíîå ñõåìíîå, êîí-
ñòðóêòèâíîå è ïðî÷åå èñïîëíåíèå ÑÀÓ. Ê êîíñòðóêòèâíûì ñõåìàì îòíîñÿò-
ñÿ: êèíåìàòè÷åñêèå ñõåìû óñòðîéñòâ, ïðèíöèïèàëüíûå è ìîíòàæíûå ñõåìû
ýëåêòðè÷åñêèå ñîåäèíåíèé è ò. ä. Òàê êàê â ÑÀÓ ìû èìååì äåëî ñ ìàòåìàòè-
÷åñêèìè ìîäåëÿìè, òî êîíñòðóêòèâíûå ñõåìû íàñ èíòåðåñóþò â çíà÷èòåëüíî
ìåíüøåé ñòåïåíè, ÷åì ôóíêöèîíàëüíûå è ñòðóêòóðíûå.

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåí ïðèìåð ôóíêöèîíàëüíîé ñõåìû ÑÀÓ.
Óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî, ïîñòðîåííîå íà îñíîâå ïðèíöèïà êîìïåíñàöèè

(ðèñ. 3, à), âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå óñòðîéñòâà: ÇÓ � çàäà-
þùåå óñòðîéñòâî, êîòîðîå âûðàáàòûâàåò çàäàþùåå âîçäåéñòâèå; ×Ý � ÷óâ-
ñòâèòåëüíûé ýëåìåíò, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ èçìåðåíèÿ âîçìóùåíèÿ; ÓÏÓ �
óñèëèòåëüíî-ïðåîáðàçîâàòåëüíîå óñòðîéñòâî, êîòîðîå íà îñíîâå çàäàþùåãî
âîçäåéñòâèÿ è èçìåðåííûõ çíà÷åíèé âîçìóùåíèÿ âûðàáàòûâàåò óïðàâëÿþ-
ùåå âîçäåéñòâèå; ÈÓ � èñïîëíèòåëüíîå óñòðîéñòâî, êîòîðîå íåïîñðåäñòâåííî
âîçäåéñòâóåò íà îáúåêò óïðàâëåíèÿ.

Óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïî îòêëîíåíèþ (ðèñ. 3, á
áåç øòðèõîâîé ëèíèè), ïîìèìî çàäàþùåãî óñòðîéñòâà, óñèëèòåëüíî-
ïðåîáðàçóþùåãî óñòðîéñòâà è èñïîëíèòåëüíîãî óñòðîéñòâà, ñîäåðæèò ñðàâ-
íèâàþùåå óñòðîéñòâî (ÑÓ), êîòîðîå îïðåäåëÿåò îøèáêó , ðàâíóþ èëè ïðîïîð-
öèîíàëüíóþ îòêëîíåíèþ óïðàâëÿåìîé ïåðåìåííîé îò òðåáóåìîãî çíà÷åíèÿ, è
÷óâñòâèòåëüíûé ýëåìåíò (×Ý), ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ èçìåðåíèÿ óïðàâëÿåìîé
ïåðåìåííîé.

Óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî ñèñòåìû êîìáèíèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ (ðèñ.
3,á ñî øòðèõîâîé ëèíèåé) ïî ñðàâíåíèþ ñ óïðàâëÿþùèì óñòðîéñòâîì ñèñòå-
ìû óïðàâëåíèÿ ïî îòêëîíåíèþ âêëþ÷àåò äîïîëíèòåëüíî ÷óâñòâèòåëüíûé ýëå-
ìåíò, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ èçìåðåíèÿ âîçìóùåíèÿ.

×óâñòâèòåëüíûå ýëåìåíòû èëè, êàê èõ åùå íàçûâàþò, äàò÷èêè ñëóæàò
äëÿ èçìåðåíèÿ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí: ïåðåìåùåíèÿ, óãëà ïîâîðîòà,
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Ðèñ. 3. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ: à�ïî âîçìóùåíèþ; á�ñ
îáðàòíîé ñâÿçüþ

òåìïåðàòóðû, íàïðÿæåíèÿ, äàâëåíèÿ è ò.ä. Ýòî ìîãóò áûòü: ïîòåíöèîìåòðû,
òàõîãåíåðàòîðû (äàò÷èêè óãëîâîé ñêîðîñòè), äàò÷èêè òåìïåðàòóðû, òåðìîðå-
çèñòîðû è ò.ä.

Ìíîãèå äàò÷èêè îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ è ïðåîáðàçîâàòåëÿìè: îíè ïðå-
îáðàçóþò âåëè÷èíû îäíîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû â äðóãèå. Íàïðèìåð, ïîòåí-
öèîìåòðè÷åñêèå äàò÷èêè ïðåîáðàçóþò ìåõàíè÷åñêóþ âåëè÷èíó (ïåðåìåùå-
íèå, ïîâîðîò) â ýëåêòðè÷åñêóþ; òåðìîïàðà � òåðìîäèíàìè÷åñêóþ âåëè÷èíó
â ýëåêòðè÷åñêóþ.

Âûõîäíûå ñèãíàëû äàò÷èêîâ ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè. Ïîýòîìó èõ îáû÷íî óñè-
ëèâàþò, èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå òèïû óñèëèòåëåé: ýëåêòðè÷åñêèå (ýëåêòðîííûå,
ìàãíèòíûå, ýëåêòðîìàøèííûå), ãèäðàâëè÷åñêèå è ïíåâìàòè÷åñêèå.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýëåêòðîííûõ íåíàãðóæåííûõ óñèëèòåëåé ïðè
èçìåíåíèè âõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ â îïðåäåëåííîì äèàïàçîíå ïðåäñòàâëÿåò ïðî-
ïîðöèîíàëüíîå çâåíî. Íàãðóæàÿ è îõâàòûâàÿ åãî îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé
ñâÿçüþ èç ðàçëè÷íûõ ñõåì, ìîæíî ïîëó÷èòü çâåíî ñ ïåðåäàòî÷íûìè ôóíê-
öèÿìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ òîãî èëè èíîãî çàêîíà óïðàâëå-
íèÿ. Çâåíüÿ, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íóæíîãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ,
íàçûâàþòñÿ êîððåêòèðóþùèìè çâåíüÿìè. ×àñòî â êà÷åñòâå êîððåêòèðóþùèõ
çâåíüåâ èñïîëüçóþò ñõåìû (÷åòûðåõïîëþñíèêè), ñîñòàâëåííûå èç îìè÷åñêî-
ãî ñîïðîòèâëåíèÿ, åìêîñòè è èíäóêòèâíîñòè è ïîäêëþ÷àåìûå íà âõîä è â
îáðàòíóþ ñâÿçü óñèëèòåëåé.
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Â êà÷åñòâå êîððåêòèðóþùèõ óñòðîéñòâ â ïîñëåäíåå âðåìÿ âñå ÷àùå èñ-
ïîëüçóþò ìèêðîïðîöåññîðû. Ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñàìûå ñëîæ-
íûå àëãîðèòìû óïðàâëåíèÿ.

Èñïîëíèòåëüíûì óñòðîéñòâîì ìîæåò áûòü: ýëåêòðîäâèãàòåëü, ýëåêòðî-
ìàãíèò è ò.ï.

1.4. Çàêîíû óïðàâëåíèÿ
Ðàññìîòðèì îñíîâíûå çàêîíû óïðàâëåíèÿ (ðåãóëèðîâàíèÿ), êîòîðûå ïðè-

ìåíÿþòñÿ â ÑÀÓ.
Ïðîïîðöèîíàëüíûé çàêîí, êîãäà âõîä è âûõîä ðåãóëÿòîðà îïðåäåëÿ-

þòcÿ ñîîòíîøåíèåì
u(t) = kïε(t),

ãäå kï � êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è (çàäàííîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ). Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò î ÑÀÓ ñ Ï-ðåãóëÿòîðîì.

Ïðåèìóùåñòâà Ï-ðåãóëÿòîðà - ïðîñòîòà è áûñòðîäåéñòâèå, íåäîñòàòêè -
îãðàíè÷åííàÿ òî÷íîñòü (îñîáåííî ïðè óïðàâëåíèè îáúåêòàìè ñ áîëüøîé èíåð-
öèîííîñòüþ è çàïàçäûâàíèåì).

Èíòåãðàëüíûé çàêîí, ïðè êîòîðîì âõîä è âûõîä ðåãóëÿòîðà îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

u(t) = kè
∫ t

0
ε(τ)dτ,

ãäå kè � êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è (çàäàííîå ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ). Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò î ÑÀÓ ñ È-ðåãóëÿòîðîì.

Ïðè èíòåãðàëüíîì àëãîðèòìå ðåãóëèðîâàíèÿ óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå
u(t) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîïîðöèîíàëüíî èíòåãðàëó îò ñèãíàëà îøèá-
êè. Ïîýòîìó È-ðåãóëÿòîð ðåàãèðóåò ãëàâíûì îáðàçîì íà äëèòåëüíûå îòêëî-
íåíèÿ óïðàâëÿåìîé âåëè÷èíû y(t) îò çàäàííîãî çíà÷åíèÿ yç(t). Êðàòêîâðå-
ìåííûå îòêëîíåíèÿ ñãëàæèâàþòñÿ òàêèì ðåãóëÿòîðîì.

Ïðåèìóùåñòâà È-ðåãóëÿòîðà - ëó÷øàÿ (ïî ñðàâíåíèþ ñ Ï-ðåãóëÿòîðîì)
òî÷íîñòü â óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìàõ, íåäîñòàòêè - õóäøèå ñâîéñòâà â ïå-
ðåõîäíûõ ðåæèìàõ (ìåíüøåå áûñòðîäåéñòâèå è áîëåå âûñîêàÿ êîëåáàòåëü-
íîñòü).

Äèôôåðåíöèàëüíûé çàêîí, ïðè êîòîðîì âõîä è âûõîä ðåãóëÿòîðà
îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

u(t) = käε̇(t),

ãäå kä � êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è (çàäàííîå ÷èñëî). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î
ÑÀÓ ñ Ä-ðåãóëÿòîðîì.

Ä-ðåãóëÿòîð ðåàãèðóåò íà ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû ñèãíàëà îøèá-
êè. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ïðè ðåãóëèðîâàíèè äîñòèãàåòñÿ ýôôåêò óïðåæäåíèÿ.
Íåäîñòàòêîì Ä-ðåãóëÿòîðà ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü îáåñïå÷åíèÿ âûñîêîé òî÷-
íîñòè ðåãóëèðîâàíèÿ.
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Íà ïðàêòèêå òàêæå ïðèìåíÿþò ðàçëè÷íûå ñî÷åòàíèÿ ðàññìîòðåííûõ âà-
ðèàíòîâ ðåãóëÿòîðîâ: ÏÈ-, ÏÄ-, ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðû. ÏÈÄ (ïðîïîðöèîíàëüíî-
èíòåãðàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûé)-àëãîðèòì - íàèáîëåå ãèáêèé àëãîðèòì ðå-
ãóëèðîâàíèÿ (â êëàññå ëèíåéíûõ àëãîðèòìîâ). Îí ñî÷åòàåò â ñåáå ïðåèìóùå-
ñòâà áîëåå ïðîñòûõ âûøåðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìîâ.

Êîýôôèöèåíòû kï, kè, kä, âõîäÿùèå â ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè òèïîâûõ
ðåãóëÿòîðîâ, ïîäëåæàò íàñòðîéêå ïðè íàëàäêå ÑÀÓ è ïîýòîìó íàçûâàþòñÿ
íàñòðîå÷íûìè ïàðàìåòðàìè.

1.5. Êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ
Äëÿ îçíàêîìëåíèÿ ñ îñíîâíûìè âèäàìè ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ðàññìîòðèì êëàññèôèêàöèþ ÑÀÓ ïî ðÿäó ïðèçíàêîâ, ñóùåñòâåííûõ ñ
òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ.

Òàáëèöà 1
� Êëàññèôèêàöèîííûé Âûäåëÿåìàÿ
ï/ï ïðèçíàê ñèñòåìà
1 ïî âðåìåíè 1) íåïðåðûâíàÿ

2) äèñêðåòíàÿ
2 â çàâèñèìîñòè îò òèïà 1) äèíàìè÷åñêàÿ

óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ 2) ñòàòè÷åñêàÿ
ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü

3 ïî òèïó êîýôôèöèåíòîâ 1) ñòàöèîíàðíàÿ
óðàâíåíèé 2) íåñòàöèîíàðíàÿ

4 ïî òèïó ñâÿçè ìåæäó 1) ðàçîìêíóòàÿ
âõîäîì è âûõîäîì 2) çàìêíóòàÿ

5 ïî âèäó çàäàþùåãî 1) ñèñòåìà ñòàáèëèçàöèè
âîçäåéñòâèÿ 2) ñèñòåìà ïðîãðàììíîãî

óïðàâëåíèÿ
3) ñëåäÿùàÿ ñèñòåìà

6 â çàâèñèìîñòè îò èñïîëüçîâàíèÿ 1) íåàäàïòèâíàÿ
òåêóùåé èíôîðìàöèè 2) àäàïòèâíàÿ

7 ïî óðàâíåíèÿì, îïèñûâàþùèì 1) ëèíåéíàÿ
ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ 2) íåëèíåéíàÿ

8 ïî õàðàêòåðó âíåøíèõ è 1) äåòåðìèíèðîâàííûå
âíóòðåííèõ âîçäåéñòâèé 2) ñòîõàñòè÷åñêèå

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ êîììåíòàðèè ïî êàæäîìó ïóíêòó òàáëèöû 1.
1) Åñëè ñèãíàë íà âûõîäå êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà êâàíòîâàí ïî óðîâíþ

(ò.å. ïðèíèìàåò äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ) è/èëè ïî âðåìåíè (ò. å. ïðåäñòàâëÿåò
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ), òî ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ äèñêðåò-
íîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò.å. êîãäà âûõîäíûå ïåðåìåííûå âñåõ ýëåìåíòîâ ñè-
ñòåìû óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè, ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíîé.

2) Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé; ñòàòè÷åñêèå � ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé.

3) Ñòàöèîíàðíîé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà, âñå ïàðàìåòðû êîòîðîé íå èçìå-
íÿþòñÿ âî âðåìåíè. Íåñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà - ýòî ñèñòåìà ñ ïåðåìåííûìè
âî âðåìåíè ïàðàìåòðàìè. Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè òàêîé ñèñòåìû íåêî-
òîðûå êîýôôèöèåíòû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè.

4) Â ðàçîìêíóòûõ ÑÀÓ âûõîäíàÿ âåëè÷èíà îáúåêòà íå èçìåðÿåòñÿ, ò.å.
íåò êîíòðîëÿ çà ñîñòîÿíèåì îáúåêòà. Â çàìêíóòûõ ÑÀÓ íà âõîä ÓÓ ïîäàþò-
ñÿ çàäàþùåå âîçäåéñòâèå g(t) è âûõîäíàÿ âåëè÷èíà îáúåêòà y(t). Èñõîäÿ èç
âåëè÷èíû g(t) óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùåå òðåáóå-
ìîå çíà÷åíèå y0 è, èìåÿ èíôîðìàöèþ î òåêóùåì çíà÷åíèè y(t), îáåñïå÷èâàåò
íåîáõîäèìîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó y(t) è g(t) ïóòåì âîçäåéñòâèÿ íà îáúåêò.

5) Äëÿ ñèñòåì ñòàáèëèçàöèè: g = const. Äëÿ ñèñòåì ïðîãðàììíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ: g = g(t), ò.å. çàäàþùåå âîçäåéñòâèå � ýòî çàäàííàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè.
Äëÿ ñëåäÿùèõ ñèñòåì: çàäàþùåå âîçäåéñòâèå çàðàíåå íå èçâåñòíî è îïðåäå-
ëÿåòñÿ âíåøíèìè ôàêòîðàìè.

6) Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ íåàäàïòèâíîé, åñëè òåêóùàÿ èíôîð-
ìàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äëÿ âûðàáîòêè óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ ïðè
íåèçìåííîì àëãîðèòìå óïðàâëåíèÿ.

Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ àäàïòèâíîé, åñëè òåêóùàÿ èíôîðìàöèÿ èñïîëüçó-
åòñÿ òàêæå äëÿ èçìåíåíèÿ àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ è/èëè çàäàþùåãî âîçäåé-
ñòâèÿ.

7) Ëèíåéíîé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ òîëüêî ëèíåéíû-
ìè óðàâíåíèÿìè. ×òîáû ñèñòåìà áûëà íåëèíåéíîé, äîñòàòî÷íî èìåòü â åå
ñîñòàâå õîòÿ áû îäíî íåëèíåéíîå çâåíî.

Äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè, êîòîðûé ìîæ-
íî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðåàêöèÿ ñèñòåìû íà íåñêîëüêî îä-
íîâðåìåííî äåéñòâóþùèõ âîçäåéñòâèé ðàâíà ñóììå ðåàêöèé íà êàæäîå âîç-
äåéñòâèå â îòäåëüíîñòè. Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ïîçâîëÿåò ñâîäèòü èññëå-
äîâàíèå ñèñòåì ïðè íåñêîëüêèõ îäíîâðåìåííî äåéñòâóþùèõ âõîäíûõ âîçäåé-
ñòâèÿõ ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû ñ îäíèì âõîäíûì âîçäåéñòâèåì.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðåàëüíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ òàêî-
âûìè ëèøü â îïðåäåëåííîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ âîçäåéñòâèé. Åñëè íå îãðà-
íè÷èâàòü äèàïàçîí èçìåíåíèÿ âîçäåéñòâèé, òî ëþáàÿ ÑÀÓ ñòàíîâèòñÿ íåëè-
íåéíîé.

8) Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé, åñëè âñå âîçäåé-
ñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè, è ñòîõàñòè÷åñêîé, åñëè õîòÿ áû îäíî
âîçäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì (ñëó÷àéíûì).
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2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ÑÀÓ è åå ýëåìåíòîâ ÷àñòî íàçûâàþò òàêæå

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâ-
íåíèÿ, ïåðåäàòî÷íûå èëè âðåìåííûå ôóíêöèè, êîòîðûå îïèñûâàþò ïðîöåññû,
ïðîòåêàþùèå â ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíà àíàëèòè÷åñêè (òåîðåòè÷åñêè) íà îñíîâå ôèçè÷åñêèõ (õèìè÷åñêèõ è
äð.) çàêîíîâ, êîòîðûì ïîä÷èíÿþòñÿ ïðîöåññû â ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ, èëè ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî. Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè èñõîäÿò èç ïðîòèâîðå÷èâûõ
òðåáîâàíèé. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äîëæíà êàê ìîæíî
ïîëíåå îòðàæàòü ñâîéñòâà îðèãèíàëà (èñõîäíîé ñèñòåìû), à ñ äðóãîé ñòîðîíû
� áûòü ïî âîçìîæíîñòè ïðîñòîé, ÷òîáû íå óñëîæíÿòü èññëåäîâàíèå. Ìîäå-
ëè îòðàæàþò òîëüêî ñóùåñòâåííûå äëÿ äàííîãî êîíêðåòíîãî èññëåäîâàíèÿ
ñâîéñòâà îðèãèíàëà, íå ó÷èòûâàÿ ìàëîñóùåñòâåííûå ôàêòîðû. Ýòî ïðèâîäèò
ê òîìó, ÷òî îäèí è òîò æå îáúåêò â ðàçíûõ èññëåäîâàíèÿõ ìîæåò ïðåäñòàâ-
ëÿòüñÿ ðàçíûìè ìîäåëÿìè.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â âèäå ñîåäèíåíèÿ çâåíüåâ. Çâåíî � ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû èëè
ëþáîé åå ÷àñòè, îïðåäåëÿåìîé íåêîòîðûì îïåðàòîðîì. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå çâå-
íî ìîæåò áûòü ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ýëåìåíòà. Ðàññìîòðèì ñòàòè÷åñêèå
è äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ýëåìåíòà. Äëÿ ýòîãî áîëåå äåòàëüíî ðàññìîò-
ðèì õàðàêòåðèñòèêè âîçäåéñòâèé è ñèãíàëîâ â ÑÀÓ.

2.1. Õàðàêòåðèñòèêè âîçäåéñòâèé è ñèãíàëîâ ÑÀÓ
Áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå êîíñòðóêöèé è óñëîâèé ðàáîòû ÑÀÓ îïðåäåëÿåò

ìíîãîîáðàçèå âîçäåéñòâèé è ñèãíàëîâ. Àíàëèç êîíêðåòíûõ ÑÀÓ ñóùåñòâåííî
óïðîùàåòñÿ, åñëè ïîëüçîâàòüñÿ ðàçðàáîòàííîé â ÒÀÓ (òåîðèè àâòîìàòè÷åñêî-
ãî óïðàâëåíèÿ) òèïèçàöèåé âîçäåéñòâèé è ñèãíàëîâ.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå òèïû ñèãíàëîâ è âîçäåéñòâèé.
Ñèãíàëû ÿâëÿþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè íîñèòåëÿìè èíôîðìàöèè, îáóñëîâ-

ëèâàþùåé ôóíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ. Â çàâè-
ñèìîñòè îò õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ðàçëè÷àþò ñèãíàëû:

• ðåãóëÿðíûé (äåòåðìèíèðîâàííûé);
• íåðåãóëÿðíûé.
Ðåãóëÿðíûé (äåòåðìèíèðîâàííûé) ñèãíàë - ñèãíàë, êîòîðûé èçìåíÿåòñÿ

ïî îïðåäåëåííîìó çàêîíó è ìîæåò áûòü îïèñàí êîíêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
ôóíêöèåé âðåìåíè, ðèñ. 4, à.

Íåðåãóëÿðíûé ñèãíàë - ñèãíàë, êîòîðûé èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè ñëó÷àé-
íûì îáðàçîì è íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êîíêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôóíê-
öèåé. Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà âî âðåìåíè ïîêàçàí íà ðèñ. 4,
á.

Â çàâèñèìîñòè îò îïðåäåëåííîñòè âî âðåìåíè ðàçëè÷àþò ñèãíàëû:
• íåïðåðûâíûé (àíàëîãîâûé);
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Ðèñ. 4. Âèäû ñèãíàëîâ

• äèñêðåòíûé.
Íåïðåðûâíûé (àíàëîãîâûé) ñèãíàë - ñèãíàë, êîòîðûé îïðåäåëåí â ëþáîé

ìîìåíò âðåìåíè. Ïðèìåðàìè òàêîãî ñèãíàëà ÿâëÿþòñÿ ñèãíàëû, ïðèâåäåííûå
íà ðèñ. 4 à,á.

Äèñêðåòíûé ñèãíàë - ñèãíàë, êîòîðûé îïðåäåëåí ëèøü â íåêîòîðûå ìî-
ìåíòû âðåìåíè (ðèñ. 4, â).

Ïðè èññëåäîâàíèè ÑÀÓ è èõ ýëåìåíòîâ èñïîëüçóþò ðÿä ñòàíäàðòíûõ
ñèãíàëîâ, íàçûâàåìûõ òèïîâûìè âîçäåéñòâèÿìè. Ýòè âîçäåéñòâèÿ îïèñûâà-
þòñÿ ïðîñòûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè è ëåãêî âîñïðîèçâîäÿòñÿ ïðè
èññëåäîâàíèè ÑÀÓ. Èñïîëüçîâàíèå òèïîâûõ âîçäåéñòâèé ïîçâîëÿåò óíèôè-
öèðîâàòü àíàëèç ðàçëè÷íûõ ñèñòåì è îáëåã÷àåò ñðàâíåíèå èõ ïåðåäàòî÷íûõ
ñâîéñòâ.

Íàèáîëüøåå ïðèìåíåíèå â ÒÀÓ íàõîäÿò ñëåäóþùèå òèïîâûå âîçäåéñòâèÿ:
• ñòóïåí÷àòîå;
• èìïóëüñíîå;
• ãàðìîíè÷åñêîå;
• ëèíåéíîå.

Ðèñ. 5. Âèäû òèïîâûõ âîçäåéñòâèé

Ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå - âîçäåéñòâèå, êîòîðîå ìãíîâåííî âîçðàñòàåò
îò íóëÿ äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ è äàëåå îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì (ðèñ. 5, à). Ýòî
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îäèí èç íàèáîëåå ïðîñòûõ âèäîâ ñèãíàëîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ðàñ÷åòå ïåðå-
õîäíûõ ïðîöåññîâ â ÑÀÓ. Ñòóïåí÷àòîìó âîçäåéñòâèþ ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ:

u(t) = A · 1(t)

{
0, t<0;
A, t ≥ 0,

ãäå A = const, à 1(t)�åäèíè÷íîå ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå, ìàòåìàòè÷åñêîå
âûðàæåíèå êîòîðîãî èìååò ñëåäóþùèé âèä:

1(t) =

{
0, t<0;
1, t ≥ 0.

Åäèíè÷íîå ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå, âîçíèêàþùåå â ìîìåíò âðåìåíè t−
τ , îáîçíà÷àþò 1(t − τ) è íàçûâàþò åäèíè÷íîé ôóíêöèåé ñ çàïàçäûâàþùèì
àðãóìåíòîì.

1(t− τ) =

{
0, t< τ ;
1, t ≥ τ .

1

0

1( )t

t

à)

1(t- )

t

á)

Ðèñ. 6. Ãðàôèêè åäèíè÷íûõ ôóíêöèé

Èìïóëüñíîå âîçäåéñòâèå - îäèíî÷íûé èìïóëüñ ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû,
èìåþùèé äîñòàòî÷íî áîëüøóþ âûñîòó è ìàëóþ äëèòåëüíîñòü ñ ïëîùàäüþ A
(ðèñ. 5, á).

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå ÑÀÓ èñïîëüçóþò åäèíè÷íîå èìïóëüñíîå
âîçäåéñòâèå, îïèñûâàåìîå òàê íàçûâàåìîé äåëüòà-ôóíêöèåé

δ(t) =

{
0, t 6= 0;
∞, t=0.

Ïðè÷åì
∞∫

−∞
δ(t)dt = 1.

Ïîñëåäíèå äâà âûðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü äåëüòà-
ôóíêöèþ êàê èìïóëüñ, èìåþùèé áåñêîíå÷íî áîëüøóþ âûñîòó, áåñêîíå÷íî
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ìàëóþ äëèòåëüíîñòü è åäèíè÷íóþ ïëîùàäü. Äåëüòà - ôóíêöèþ ìîæíî îïðå-
äåëèòü òàêæå êàê ïðîèçâîäíóþ åäèíè÷íîãî ñòóïåí÷àòîãî âîçäåéñòâèÿ:

δ(t) =
d1(t)

dt
.

Íååäèíè÷íîå èìïóëüñíîå ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå ñ ïëîùàäüþ A îáîçíà-
÷àåòñÿ

u(t) = A · δ(t).
Ãàðìîíè÷åñêîå âîçäåéñòâèå - ñèãíàë ñèíóñîèäàëüíîé (èëè êîñèíóñîè-

äàëüíîé) ôîðìû, îïèñûâàåìûé ôóíêöèåé
u(t) = um sin(ωt + ϕ),

ãäå um�àìïëèòóäà ñèãíàëà; ϕ�íà÷àëüíûé ñäâèã ôàçû; ω = 2π/T�êðóãîâàÿ
÷àñòîòà; T�ïåðèîä ñèãíàëà (ðèñ. 5, â).

Ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ÷àñòîò-
íûõ ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ è ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ .

Ëèíåéíîå âîçäåéñòâèå - âîçäåéñòâèå, îïèñûâàåìîå ôóíêöèåé
u(t) = α1(t)t,

êîýôôèöèåíò α õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü íàðàñòàíèÿ âîçäåéñòâèÿ u(t) (ðèñ.5,ã).
Ïî õàðàêòåðó èçìåíåíèÿ âûõîäíîé âåëè÷èíû âî âðåìåíè ðàçëè÷àþò ñëå-

äóþùèå ðåæèìû ýëåìåíòà ÑÀÓ:
• ñòàòè÷åñêèé;
• äèíàìè÷åñêèé.
Ñòàòè÷åñêèé ðåæèì - ñîñòîÿíèå ýëåìåíòà ÑÀÓ, ïðè êîòîðîì âûõîäíàÿ

âåëè÷èíà íå èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè, ò.å. y(t) = const.
Äèíàìè÷åñêèé ðåæèì - ñîñòîÿíèå ýëåìåíòà ÑÀÓ, ïðè êîòîðîì âõîäíàÿ

âåëè÷èíà íåïðåðûâíî èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè.
Ðàññìîòðèì ñòàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ýëåìåíòîâ.

2.2. Ñòàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ýëåìåíòîâ
Î÷åâèäíî, ÷òî ñòàòè÷åñêèé ðåæèì (èëè ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ) ìîæåò

èìåòü ìåñòî ëèøü òîãäà, êîãäà âõîäíûå âîçäåéñòâèÿ ïîñòîÿííû âî âðåìå-
íè. Ñâÿçü ìåæäó âõîäíûìè è âûõîäíûìè âåëè÷èíàìè â ñòàòè÷åñêîì ðåæèìå
îïèñûâàþò àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè âèäà y = F (u, f), â êîòîðûõ îò-
ñóòñòâóåò âðåìÿ t. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãðàôèêè íàçûâàþòñÿ ñòàòè÷åñêèìè
õàðàêòåðèñòèêàìè.

Ñòàòè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó ýëåìåíòà ìîæíî ïîñòðîèòü ýêñïåðèìåí-
òàëüíî, ïîäàâàÿ íà âõîä ýëåìåíòà ïîñòîÿííûå âîçäåéñòâèÿ è èçìåðÿÿ çíà-
÷åíèÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé ïîñëå îêîí÷àíèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà èëè âû-
÷èñëÿÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ ñòàòèêè.

Ñòàòè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà êîíêðåòíîãî ýëåìåíòà ìîæåò áûòü çàäàíà
â àíàëèòè÷åñêîì âèäå èëè â âèäå ãðàôèêà.
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Êàê ïðàâèëî, ñâÿçü ìåæäó âõîäíîé è âûõîäíîé âåëè÷èíàìè - îäíîçíà÷-
íàÿ. Ýëåìåíò ñ òàêîé ñâÿçüþ íàçûâàþò ñòàòè÷åñêèì (ïîçèöèîííûì) (ðèñ.
7, à). Ýëåìåíò ñ íåîäíîçíà÷íîé ñâÿçüþ - àñòàòè÷åñêèì (ðèñ. 7, á).

Ðèñ. 7. Âèäû ñòàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê

Ïî âèäó ñòàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ýëåìåíòû ðàçäåëÿþò íà:
• ëèíåéíûå;
• íåëèíåéíûå.
Ëèíåéíûé ýëåìåíò - ýëåìåíò, èìåþùèé ñòàòè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó â

âèäå ëèíåéíîé ôóíêöèè (ðèñ. 8):
y = b + au.

Ðèñ. 8. Âèäû ëèíåéíîé ôóíêöèè

Íåëèíåéíûé ýëåìåíò - ýëåìåíò, èìåþùèé íåëèíåéíóþ ñòàòè÷åñêóþ õà-
ðàêòåðèñòèêó. Íåëèíåéíàÿ ñòàòè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà àíàëèòè÷åñêè îáû÷-
íî âûðàæàåòñÿ â âèäå ñòåïåííûõ ôóíêöèé, ñòåïåííûõ ïîëèíîìîâ, äðîáíûõ
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé è áîëåå ñëîæíûõ ôóíêöèé (ðèñ. 9).
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Ðèñ. 9. Âèäû íåëèíåéíûõ ôóíêöèé

2.3. Äèíàìè÷åñêèé ðåæèì
Äèíàìè÷åñêèé ðåæèì èìååò ìåñòî, êîãäà â ýëåìåíòå ïîñëå ïðèëîæåíèÿ

âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ ïðîèñõîäÿò ïðîöåññû óñòàíîâëåíèÿ çàäàííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ èëè çàäàííîãî èçìåíåíèÿ âûõîäíîé âåëè÷èíû. Ýòè ïðîöåññû îïèñûâàþò-
ñÿ óðàâíåíèåì äèíàìèêè y(t) = F (u, f, t), ïîêàçûâàþùèì èçìåíåíèå âåëè÷èí
âî âðåìåíè. Êàê ïðàâèëî, ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èëè ñèñòåìà äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ ÑÀÓ â
äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìàõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Ïîðÿäîê äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü äîâîëüíî âûñî-
êèì, òî åñòü çàâèñèìîñòüþ ñâÿçàíû êàê ñàìè âõîäíûå è âûõîäíûå âåëè÷èíû
u(t), f(t), y(t), òàê è ñêîðîñòè èõ èçìåíåíèÿ, óñêîðåíèÿ è ò.ä. Ïîýòîìó óðàâ-
íåíèå äèíàìèêè â îáùåì âèäå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

F (y, y′, y′′, . . . , y(n), u, u′, u′′, . . . , u(m), f, f ′, f ′′, . . . , f (l)) = 0.

Äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû â ñâîþ î÷åðåäü ðàçäåëÿþòñÿ íà:
• ïåðåõîäíûé;
• óñòàíîâèâøèéñÿ.
Ïåðåõîäíûé ðåæèì - ðåæèì, ñóùåñòâóþùèé îò ìîìåíòà íà÷àëà èçìå-

íåíèÿ âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ äî ìîìåíòà, êîãäà âûõîäíàÿ âåëè÷èíà íà÷èíàåò
èçìåíÿòüñÿ ïî çàêîíó ýòîãî âîçäåéñòâèÿ.

Óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì - ðåæèì, íàñòóïàþùèé ïîñëå òîãî, êîãäà âû-
õîäíàÿ âåëè÷èíà íà÷èíàåò èçìåíÿòüñÿ ïî òàêîìó æå çàêîíó, ÷òî è âõîäíîå âîç-
äåéñòâèå, ò. å. íàñòóïàþùèé ïîñëå îêîí÷àíèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. Â óñòà-
íîâèâøåìñÿ ðåæèìå ýëåìåíò ñîâåðøàåò âûíóæäåííîå äâèæåíèå. Î÷åâèäíî,
÷òî ñòàòè÷åñêèé ðåæèì ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåæèìà
ïðè u(t) = const.

Ïîíÿòèÿ ”ïåðåõîäíûé ðåæèì” è ”óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì”
èëëþñòðèðóþòñÿ ãðàôèêàìè èçìåíåíèÿ âûõîäíîé âåëè÷èíû y(t) ïðè äâóõ
òèïîâûõ âõîäíûõ âîçäåéñòâèÿõ u(t) (ðèñ. 10). Ãðàíèöà ìåæäó ïåðåõîäíûì è
óñòàíîâèâøèìñÿ ðåæèìàìè ïîêàçàíà âåðòèêàëüíîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé.
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Ðèñ. 10. Ïåðåõîäíûå è óñòàíîâèâøèåñÿ ðåæèìû ïðè òèïîâûõ âîçäåéñòâèÿõ

Ëèíåàðèçàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â îáùåì ñëó÷àå
óðàâíåíèå äèíàìèêè îêàçûâàåòñÿ íåëèíåéíûì, òàê êàê ðåàëüíûå çâåíüÿ ÑÀÓ
îáû÷íî íåëèíåéíû. Â öåëÿõ óïðîùåíèÿ òåîðèè íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ çàìå-
íÿþò ëèíåéíûìè, êîòîðûå ïðèáëèçèòåëüíî îïèñûâàþò äèíàìè÷åñêèå ïðîöåñ-
ñû â ÑÀÓ. Ïîëó÷àåìàÿ ïðè ýòîì òî÷íîñòü óðàâíåíèé îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷-
íîé äëÿ òåõíè÷åñêèõ çàäà÷. Ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
â ëèíåéíûå íàçûâàþò ëèíåàðèçàöèåé.

Íàçíà÷åíèå ñèñòåì óïðàâëåíèÿ � ýòî ïîääåðæàíèå íåêîòîðîãî çàäàííîãî
ðåæèìà. Ïðè ýòîì ðåæèìå âõîäíûå è âûõîäíûå ïåðåìåííûå çâåíüåâ ñèñòåìû
èçìåíÿþòñÿ ïî îïðåäåëåííîìó çàêîíó. Â ÷àñòíîñòè, â ñèñòåìàõ ñòàáèëèçà-
öèè îíè ïðèíèìàþò îïðåäåëåííûå ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ. Íî èç-çà ðàçëè÷-
íûõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ ôàêòè÷åñêèé ðåæèì îòëè÷àåòñÿ îò òðåáóåìîãî,
è òåêóùèå çíà÷åíèÿ âõîäíûõ è âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ íå ðàâíû çíà÷åíèÿì,
ñîîòâåòñòâóþùèì çàäàííîìó ðåæèìó. Îáû÷íî ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ïðîåêòè-
ðóþò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåàëüíûé ïðîöåññ ìàëî îòëè÷àëñÿ îò òðåáóåìîãî
ðåæèìà, ò.å. ÷òîáû îòêëîíåíèÿ îò çàäàííîãî ðåæèìà áûëè ìàëû. Ýòî ïîçâî-
ëÿåò ïðîèçâîäèòü ëèíåàðèçàöèþ, ðàçëàãàÿ íåëèíåéíûå ôóíêöèè, âõîäÿùèå
â óðàâíåíèÿ, â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé çàäàííîìó ðåæèìó, è
îòáðàñûâàÿ íåëèíåéíûå îòíîñèòåëüíî îòêëîíåíèé è èõ ïðîèçâîäíûõ ñëàãàå-
ìûå.

Èíîãäà íåëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó îòäåëüíûìè ïåðåìåííûìè, âõî-
äÿùèìè â óðàâíåíèå çâåíà, çàäàþò â âèäå ãðàôèêà (êðèâîé). Â ýòèõ ñëó÷àÿõ
ëèíåàðèçàöèþ ìîæíî ïðîâîäèòü ãðàôè÷åñêè. Ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåàðèçàöèÿ
íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó äâóìÿ ïåðåìåííûìè îçíà÷àåò çàìåíó èñõîä-
íîé êðèâîé ÀÂ îòðåçêîì êàñàòåëüíîé À'Â' â òî÷êå Î' (ðèñ. 11), ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé çàäàííîìó ðåæèìó, è ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà÷àëà ñèñòåìû êîîðäèíàò
â ýòó òî÷êó.

Ñèìâîëè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ïðè îïèñàíèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñèìâîëè÷åñêóþ ôîðìó
çàïèñè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì åå íà ïðèìåðå
ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

a0ÿ + a1ẏ + a2y = b0u̇ + b1u + c0υ. (1)
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Ðèñ. 11. Ëèíåàðèçàöèÿ

Ââåäåì äëÿ îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè îáîçíà÷åíèå s:

s ≡ d

dt
, si ≡ di

dti
.

Çäåñü çíàê òîæäåñòâà îáîçíà÷àåò ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ.
Èñïîëüçóÿ ââåäåííîå îáîçíà÷åíèå, óðàâíåíèå (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

a0s
2y + a1sy + a2y = b0su + b1u + c0υ. (2)

Ðàññìàòðèâàÿ îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ s êàê ñîìíîæèòåëü, à âû-
ðàæåíèå sy êàê ïðîèçâåäåíèå, íå îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì êîììóòàòèâíîñòè
(sy 6= ys), óðàâíåíèå (2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

(a0s
2 + a1s + a2)y = (b0s + b1)u + c0υ. (3)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
Q(s) = a0s

2 + a1s + a2, R1(s) = b0s + b1, R2(s) = c0.

Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
Q(s)y = R1(s)u + R2(s)υ. (4)

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî óðàâíåíèÿ (2-4) ïðåäñòàâëÿþò äðóãóþ, ñèì-
âîëè÷åñêóþ (îïåðàòîðíóþ) ôîðìó çàïèñè óðàâíåíèÿ (1). Èíîãî ñìûñëà îíè
íå èìåþò. Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïðè âûõîäíîé ïåðåìåííîé íàçûâà-
þò ñîáñòâåííûì îïåðàòîðîì, äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïðè âõîäíîé ïå-
ðåìåííîé � îïåðàòîðîì âîçäåéñòâèÿ. Â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè ñîáñòâåííûì
îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ Q(s), à îïåðàòîðàìè âîçäåéñòâèÿ R1(s), R2(s).

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Ïðè ðàññìîòðåíèè ëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè óäîáíî èñïîëüçîâàòü
ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïîçâîëÿþùåå ñâåñòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ê àëãåáðàè÷åñêèì îïåðàöèÿì.
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Áóäåì äåéñòâèòåëüíóþ ôóíêöèþ äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà f(t) íàçû-
âàòü îðèãèíàëîì, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò òðåì òðåáîâàíèÿì:

1. f(t) ≡ 0 , ïðè t < 0 .
2. | f(t) |< Mes0t , ïðè t > 0, ãäå M > 0, s0 ≥ 0 � íåêîòîðûå äåé-

ñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, s0 íàçûâàþò ïîêàçàòåëåì ðîñòà ôóíêöèè f(t). Â
ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(t) âîçðàñòàåò íå áûñòðåå ïîêàçàòåëüíîé
ôóíêöèè.

3. Íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå [a, b] ïîëîæèòåëüíûé ïîëóîñè Ot ôóíêöèÿ
f(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Äèðèõëå, ò.å.

a) îãðàíè÷åíà,
b) ëèáî íåïðåðûâíà, ëèáî èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà I

ðîäà,
c) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ýêñòðåìóìîâ.
Ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì òðåì òðåáîâàíèÿì, íàçûâàþòñÿ â îïå-

ðàöèîííîì èñ÷èñëåíèè èçîáðàæàåìûìè ïî Ëàïëàñó èëè îðèãèíàëàìè.
Èçîáðàæåíèåì ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè f(t) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñ-

íîãî ïåðåìåííîãî p = s + jω, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì

F (p) =

∞∫

0

f(t)e−ptdt, (5)

Òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ F (p) ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì îðèãèíàëà f(t) ,
ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ òàê:

F (p) = L{f(t)} èëè F (p) → f(t).

Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, à â òàáëèöå 3
� èçîáðàæåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ôóíêöèé.

Íàéäåì èçîáðàæåíèå íåêîòîðûõ ôóíêöèé ïî ôîðìóëå (5).
Ïðèìåð 1. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè f(t) = at , t > 0.

Ðåøåíèå. Òàê êàê a = eln a, òî f(t) = et ln a è

F (p) =

∞∫

0

f(t)e−ptdt =

∞∫

0

e−t(p−ln a)dt = −e−t(p−ln a)

p− ln a

∣∣∣∣
∞

0
=

1

p− ln a
.

Ïðèìåð 2. Íàéòè èçîáðàæåíèå åäèíè÷íîé ôóíêöèè Õåâèñàéäà 1(t).
Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå (5) ïîëó÷àåì

1(t) ←
∞∫

0

1(t)e−ptdt =

∞∫

0

e−ptdt =
e−pt

−p

∣∣∣∣
∞

0
=

1

p
.
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Òàáëèöà 3
f(t) F(p)
1 1

p

tn n!
pn+1

eλt 1
p−λ

sin ωt ω
p2+ω2

cos ωt p
p2+ω2

shωt ω
p2−ω2

chωt p
p2−ω2

sin(t− α), α > 0 e−αp

p2+1

cos(t− α), α > 0 pe−αp

p2+1

eαt cos βt p−α
(p−α)2+β2

eαt sin βt β
(p−α)2+β2

tneαt n!
(p−α)n+1

t cos βt p2−β2

(p2+β2)2

t sin βt 2pβ
(p2+β2)2

tn sin ωt n!Im(p+iω)n+1

(p2+ω2)n+1

tn cos ωt n!Re(p+iω)n+1

(p2+ω2)n+1

tneαt sin ωt n!
2i [

1
(p−α−iω)n+1 − 1

(p−α+iω)n+1 ]

tneαt cos ωt n!
2 [ 1

(p−α−iω)n+1 − 1
(p−α+iω)n+1 ]

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îðèãèíàëà f(t) ïî èçâåñòíîìó èçîáðàæåíèþ F (p) íóæíî
èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû îáðàùåíèÿ Ðèìàíà-Ìåëëèíà. Åñëè ôóíêöèÿ f(t) ÿâ-
ëÿåòñÿ îðèãèíàëîì, à F (p) ñëóæèò åå èçîáðàæåíèåì, òî â ëþáîé òî÷êå ñâîåé
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèÿ f(t) ðàâíà:

f(t) =
1

2πj
lim

ω→∞

a+iω∫

a−iω

eptF (p)dp, (6)

ïîëó÷àþùèéñÿ èíòåãðàë (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ) áåðåòñÿ âäîëü ëþáîé
ïðÿìîé Rep = a > s0. ßñíî, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè f(t) ïðèìåíÿåòñÿ âåñü
àïïàðàò ÒÔÊÏ. Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû.

21



Ðàçëîæåíèå íà ïðîñòåéøèå äðîáè. Åñëè F (p) = A(p)
B(p) åñòü äðîáíî-

ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ A(p) ìåíüøå ñòåïåíè çíà-
ìåíàòåëÿ B(p) , òî ýòó äðîáü ðàñêëàäûâàþò íà ñóììó ïðîñòûõ äðîáåé è íà-
õîäÿò îðèãèíàëû äëÿ êàæäîé ïðîñòîé äðîáè ïî òàáëèöå 3.

Ïðèìåð 3. Íàéòè îðèãèíàë ôóíêöèè F (p) = 1
p3−8 .

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì äàííóþ äðîáü íà ïðîñòåéøèå. Ïîëó÷èì
1

p3 − 8
=

A

p− 2
+

Bp + C

p2 + 2p + 4
.

Ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ íàõîäèì: A = 1
12 , B = − 1

12 è
C = −1

3 . Èìååì
1

p3 − 8
=

1

12
· 1

p− 2
− 1

12
· p + 4

p2 + 2p + 4
=

=
1

12
· 1

p− 2
− 1

12
· p + 1

(p + 1)2 + (
√

3)2
−
√

3

12
·

√
3

(p + 1)2 + (
√

3)2
.

Èñïîëüçóÿ òàáëèöó 3, ïîëó÷àåì:

f(t) =
1

12
e2t − 1

12
e−t(cos(t

√
3) +

√
3sin(t

√
3)).

Òåîðåìà ðàçëîæåíèÿ. Åñëè èçîáðàæåíèå F (p) = A(p)
B(p)� ïðàâèëüíàÿ ðà-

öèîíàëüíàÿ äðîáü, òî îðèãèíàëîì åå ñëóæèò ôóíêöèÿ:

f(t) =
l∑

k=1

1

(nk − 1)!
lim
p→pk

dnk−1

dpnk−1 [F (p)(p− pk)
nkept],

ãäå pk � ïîëþñû ôóíêöèè F (p) êðàòíîñòè nk (k = 1, l).
Â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå ïîëþñû F (p) ïðîñòûå, òî

f(t) =
l∑

k=1

A(pk)

B′(pk)
epkt.

Ïðèìåð 4. Íàéòè îðèãèíàë ïî åãî èçîáðàæåíèþ F (p) = 1
p3(p−1) .

Ðåøåíèå. Äëÿ ôóíêöèè F (p) òî÷êà p1 = 0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì 3-ãî ïîðÿäêà, à
p2 = 1 - ïðîñòûì ïîëþñîì. Äëÿ îòûñêàíèÿ îðèãèíàëà íàéäåì âû÷åòû ôóíê-
öèè

Φ(p) = F (p)ept =
ept

p3(p− 1)
â ýòèõ òî÷êàõ. Ïîëó÷àåì

res Φ(0) =
1

2!
lim
p→0

d2

dp2

(
ept

p− 1

)
=

=
1

2!
lim
p→0

ept[t2(p− 1)2 − 2(tp− t− 1)]

(p− 1)3 = −1− t− t2

2
.
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res Φ(1) =
1

(p4 − p3)′
etp

∣∣∣∣
p=1

= et.

Îòêóäà

F (p) → resΦ(0) + resΦ(1) = −1− t− t2

2
+ et.

2.4. Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ
Ñèñòåìà èëè çâåíî ñ îäíèì âûõîäîì è äâóìÿ âõîäàìè â îáùåì ñëó÷àå

îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì:
a0y

(n) + a1y
n−1 + . . . + any = b0u

(m) + b1u
(m−1) + . . .

. . . + bmu + c0v
(l) + c1v

(l−1) + . . . + clv.
(7)

Â ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

(a0s
n + a1s

n−1 + . . . + an)y = (b0s
m + b1s

m−1 + . . . + bm)u+

+(c0s
l + c1s

l−1 + . . . + cl)v
(8)

èëè
Q(s)y = R1(s)u + R2(s)v,

ãäå
Q(s) = a0s

n + a1s
n−1 + . . . + an,

R1(s) = b0s
m + b1s

m−1 + . . . + bm,

R2(s) = c0p
l + c1p

l−1 + . . . + cl.

Íàðÿäó ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïðè îïèñàíèè ëèíåéíûõ ñè-
ñòåì øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè.

Ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé â îïåðàòîðíîé ôîðìå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå
îïåðàòîðà âîçäåéñòâèÿ ê ñîáñòâåííîìó îïåðàòîðó.

Íàïîìíèì, ÷òî ñîáñòâåííûì îïåðàòîðîì íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð ïðè âûõîäíîé ïåðåìåííîé, à îïåðàòîðîì âîçäåéñòâèÿ � äèôôåðåí-
öèàëüíûé îïåðàòîð ïðè âõîäíîé ïåðåìåííîé.

Ñòåïåíü ïîëèíîìà çíàìåíàòåëÿ íàçûâàþò ïîðÿäêîì, à ðàçíîñòü ìåæäó
ñòåïåíÿìè çíàìåíàòåëÿ è ÷èñëèòåëÿ � îòíîñèòåëüíûì ïîðÿäêîì ïåðåäàòî÷-
íîé ôóíêöèè è ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû.

Íóëÿìè è ïîëþñàìè ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè W (s) = R(s)
Q(s) íàçûâàþò íóëè

åå ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. êîðíè óðàâíåíèé R(s) =
0 è Q(s) = 0, ãäå s ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïåðåìåííàÿ, à íå êàê îïåðàòîð.

Åñëè ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (7) èëè (8), ñîáñòâåí-
íûì îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ Q(s), à îïåðàòîðàìè âîçäåéñòâèÿ � îïåðàòîð âîç-
äåéñòâèÿ R1(s) ïî âõîäó u è îïåðàòîð âîçäåéñòâèÿ R2(s) ïî âõîäó v.
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Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïåðåäàòî÷íûìè ôóíê-
öèÿìè � ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé

Wu(s) =
R1(s)

Q(s)
=

b0s
m + b1s

m−1 + . . . + bm

a0sn + a1sn−1 + . . . + an

îòíîñèòåëüíî âõîäà u è ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé

Wv(s) =
R2(s)

Q(s)
=

c0s
l + c1s

l−1 + . . . + cl

a0sn + a1sn−1 + . . . + an

îòíîñèòåëüíî âõîäà v.
Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ â îïåðàòîðíîé ôîðìå ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì. Åå

íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê îáû÷íóþ äðîáü. Â ÷àñòíîñòè, íåëüçÿ ÷èñëèòåëü è
çíàìåíàòåëü ñîêðàùàòü íà îáùèé ìíîæèòåëü, ñîäåðæàùèé îïåðàòîð äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð. Îïðåäåëèòü ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ çâåíüåâ, îïèñûâàåìûõ óðàâ-
íåíèÿìè:

a) 0, 1ẏ + y = 2u;

b) 0, 1ÿ + 1, 1ẏ + y = 2(u̇ + u).

Ðåøåíèå. Â ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå ýòè óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:
a) (0, 1s + 1)y = 2u;

b) (0, 1s2 + 1, 1s + 1)y = 2(s + 1)u.

Èõ ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî:

W1(s) =
2

0, 1s + 1
, W2(s) =

2(s + 1)

0, 1s2 + 1, 1s + 1
.

Ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé ñèñòåìû (çâåíà) â èçîáðàæåíèÿõ Ëàïëàñà íà-
çûâàþò èìåþùåå íàèìåíüøèé ïîðÿäîê îòíîøåíèå èçîáðàæåíèé åå âûõîäíîé
è âõîäíîé ïåðåìåííûõ ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ â èçîáðàæåíèÿõ Ëàïëàñà
íå ìîæåò èìåòü ðàâíûå ìåæäó ñîáîé íóëè è ïîëþñû, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
åå ïîðÿäîê ìîæíî áûëî áû ïîíèçèòü, ñîêðàòèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà
îáùèé äåëèòåëü.

Åñëè ñèñòåìà (çâåíî) èìååò íåñêîëüêî âõîäîâ, òî ïðè îïðåäåëåíèè ïå-
ðåäàòî÷íîé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî îäíîé âõîäíîé ïåðåìåííîé
îñòàëüíûå âõîäíûå ïåðåìåííûå ïîëàãàþò ðàâíûìè íóëþ.

Íàéäåì ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè (â èçîáðàæåíèÿõ Ëàïëàñà) äëÿ ñèñòå-
ìû, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (7). Ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî
óðàâíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, ïîëó÷èì

a0L{y(n)}+ a1L{yn−1}+ . . . + anL{y} = b0L{u(m)}+ b1L{u(m−1)}+ . . .

. . . + bmL{u}+ c0L{v(l)}+ c1L{v(l−1)}+ . . . + clL{v}.
24



Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî 4 ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà (äèôôåðåíöèðîâàíèå îðèãè-
íàëà ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(a0p
n + a1p

n−1 + . . . + an)Y (p) = (b0p
m + b1p

m−1 + . . . +

+bm)U(p) + (c0s
l + c1s

l−1 + . . . + cl)V (p),
(9)

ãäå Y (p) = L{y(t)}, U(p) = L{u(t)}, V (p) = L{v(t)}.
Îòñþäà, ïîëîæèâ V (p) = 0 , íàõîäèì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ îòíîñè-

òåëüíî âõîäà u(t):

Wu(p) =
Y (p)

U(p)
=

b0p
m + b1p

m−1 + . . . + bm

a0pn + a1pn−1 + . . . + an
.

Àíàëîãè÷íî, ïîëîæèâ U(p) = 0 , íàõîäèì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ îòíîñè-
òåëüíî âõîäà v(t):

Wv(p) =
Y (p)

V (p)
=

c0p
l + c1p

l−1 + . . . + cl

a0pn + a1pn−1 + . . . + an
.

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â çíàìåíàòåëå,
Q(p) = a0p

n + a1p
n−1 + . . . + an

òàêæå íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì îïåðàòîðîì, à âûðàæåíèÿ
R1(p) = b0p

m + b1p
m−1 + . . . + bm

è
R2(p) = c0p

l + c1p
l−1 + . . . + cl

îïåðàòîðàìè âîçäåéñòâèÿ.
Êàê ëåãêî çàìåòèòü, óðàâíåíèå â èçîáðàæåíèÿõ Ëàïëàñà (9) ïîëó÷àåò-

ñÿ èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (8), ò.å. äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,
çàïèñàííîãî â ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå, ïðè ïîäñòàíîâêå s = p è çàìåíå ïåðå-
ìåííûõ èõ èçîáðàæåíèÿìè. Ïîýòîìó ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ W (p) ïðîèçâîëü-
íîé ñòàöèîíàðíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ñâÿçàíà ñ åå ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé (â
îïåðàòîðíîé ôîðìå) W(s) ñîîòíîøåíèåì

W (p) = W (s)|s=p. (10)
Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà W(s) èìååò ðàâíûå ìåæäó ñîáîé íóëè è ïîëþñû,

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè (10) ïîñëå ïîäñòàíîâêè s = p ïðîèçâî-
äèòñÿ ñîêðàùåíèå, è ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ W (p) íå èìååò ðàâíûõ ìåæäó
ñîáîé íóëåé è ïîëþñîâ.

Îáðàòíîå ñîîòíîøåíèå
W (s) = W (p)|p=s

ñïðàâåäëèâî, åñëè ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ W(s) íå èìååò îäèíàêîâûõ íóëåé è
ïîëþñîâ.
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Åñëè êîýôôèöèåíò an 6= 0, òî ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ íå èìååò íóëåâîãî
ïîëþñà (p = 0 ), õàðàêòåðèçóåìûé åé ýëåìåíò íàçûâàþò àñòàòè÷åñêèì è ïå-
ðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ýòîãî ýëåìåíòà ïðè p = 0 (t = ∞) ðàâíà ïåðåäàòî÷íîìó
êîýôôèöèåíòó:

k = W (0) =
bm

an
.

2.5. Âðåìåííûå ôóíêöèè
Ïîìèìî äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé ïðè

îïèñàíèè è èññëåäîâàíèè ëèíåéíûõ ñèñòåì èñïîëüçóþò ïåðåõîäíûå è èì-
ïóëüñíûå ïåðåõîäíûå ôóíêöèè è èõ ãðàôèêè � âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè.

Ïåðåõîäíîé ôóíêöèåé ñèñòåìû (çâåíà) íàçûâàþò ôóíêöèþ, îïèñûâàþ-
ùóþ ðåàêöèþ ñèñòåìû íà åäèíè÷íîå ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå ïðè íóëåâûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Ïåðåõîäíóþ ôóíêöèþ áóäåì îáîçíà÷àòü h(t). Ãðàôèê
ïåðåõîäíîé ôóíêöèè � êðèâóþ çàâèñèìîñòè h(t) îò âðåìåíè t � íàçûâàþò
ïåðåõîäíîé èëè ðàçãîííîé õàðàêòåðèñòèêîé.

Èìïóëüñíîé ïåðåõîäíîé èëè âåñîâîé ôóíêöèåé (ôóíêöèåé âåñà) íàçûâà-
þò ôóíêöèþ, îïèñûâàþùóþ ðåàêöèþ ñèñòåìû (çâåíà) íà åäèíè÷íîå èìïóëüñ-
íîå âîçäåéñòâèå ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Âåñîâóþ ôóíêöèþ áóäåì îáîçíà÷àòü ω(t). Ãðàôèê èìïóëüñíîé ïåðåõîä-
íîé ôóíêöèè � êðèâóþ çàâèñèìîñòè ôóíêöèé ω(t) îò âðåìåíè t � íàçûâàþò
èìïóëüñíîé ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêîé.

Ïåðåõîäíóþ è èìïóëüñíóþ ïåðåõîäíóþ ôóíêöèè íàçûâàþò âðåìåííûìè
ôóíêöèÿìè, à èõ ãðàôèêè � âðåìåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Ìåæäó ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé â èçîáðàæåíèÿõ Ëàïëàñà, ïåðåõîäíîé
ôóíêöèåé è âåñîâîé ôóíêöèåé ñóùåñòâóåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.
Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ ðàññìîòðèì çâåíî (ðèñ.12 ), êîòîðîå
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì:

an
0y + an−1

1 y + . . . + any = bm
0 u + bm−1

1 u + . . . + bmu.

Â èçîáðàæåíèÿõ Ëàïëàñà ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:
Y (p) = W (p)U(p), (11)

ãäå Y (p) = L{y(t)}, U(p) = L{u(t)},

W (p) =
b0p

m + b1p
m−1 + . . . + bm

a0pn + a1pn−1 + . . . + an
.

Èç îïðåäåëåíèÿ âåñîâîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî y = ω(t) ïðè u = δ(t) (ñì.
ðèñ. 12, à). È òàê êàê ïðè ýòîì Y (p) = L{ω(t)} è U(p) = L{ω(t)} = 1, òî èç
óðàâíåíèÿ (11) ïîëó÷àåì:

W (p) = L{ω(t)} =

∞∫

0

ω(t)e−ptdt, (12)
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Ðèñ. 12. Îïðåäåëåíèå âðåìåííûõ ôóíêöèé: à � âåñîâîé ôóíêöèè, á� ïåðå-
õîäíîé ôóíêöèè

ò. å. ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ â èçîáðàæåíèÿõ Ëàïëàñà ðàâíà èçîáðàæåíèþ
Ëàïëàñà âåñîâîé ôóíêöèè.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïåðåõîäíîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî y = h(t) ïðè u = 1(t)
(ñì. ðèñ. 12, á). È òàê êàê ïðè ýòîì U(s) = L{u(t)} = 1

p è Y (p) = L{h(t)}, òî
èç óðàâíåíèÿ (11) ïîëó÷àåì:

L{h(t)} =
W (p)

p
⇒ W (p) = pL{h(t)}.

Åñëè â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè ïðîèçâåñòè îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëà-
ïëàñà, òî â ñèëó (12) â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷èì ω(t), à â ïðàâîé ÷àñòè â ñèëó
ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, ñâÿçàííîãî ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì îðè-
ãèíàëà, � ïðîèçâîäíóþ îò h(t):

ω(t) =
dh(t)

dt
. (13)

Èòàê, åñëè èçâåñòíà îäíà èç ôóíêöèé W (p), ω(t) è h(t), òî äâå äðóãèå
ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (12), (13).

Ïðèìåð. Îïðåäåëèòü ïåðåõîäíóþ è âåñîâóþ ôóíêöèè çâåíà ñ ïåðåäàòî÷-
íîé ôóíêöèåé (â îïåðàòîðíîé ôîðìå):

W (s) =
4

s + 2
.

Ðåøåíèå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìååò âèä:

(s + 2)y = 4u èëè ẏ + 2y = 4u.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ åñòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè u =
1(t), ò.å. óðàâíåíèÿ

ḣ + 2h = 4 · 1(t)

ïðè íóëåâîì íà÷àëüíîì óñëîâèè: h(0) = 0.
Ïðèìåíèì îïåðàöèîííûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ. Ïî òåî-

ðåìå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îðèãèíàëà èìååì
L{ḣ(t)} = pH(p)− h(0) = pH(p).
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Íàéäåì èçîáðàæåíèå îðèãèíàëà, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíå-
íèÿ:

L{4 · 1(t)} =
4

p
.

Òîãäà óðàâíåíèå â èçîáðàæåíèÿõ ïðèìåò âèä:

pH(p) + 2H(p) =
4

p
,

èëè
H(p) =

4

p(p + 2)
=

2

p
− 2

p + 2
.

Èñïîëüçóÿ òàáëèöó îðèãèíàëîâ, íàõîäèì ïåðåõîäíóþ ôóíêöèþ
h(p) = 2− 2e−2t = 2(1− e−2t).

Âåñîâàÿ ôóíêöèÿ:
ω(t) =

dh(t)

dt
= 4e−2t.

2.6. ×àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè
×àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè îïèñûâàþò ïåðåäàòî÷íûå ñâîéñòâà ýëåìåí-

òîâ è ÑÀÓ â ðåæèìå óñòàíîâèâøèõñÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé, âûçâàííûõ
âíåøíèì ãàðìîíè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé åùå îäèí
ñïîñîá îïèñàíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì.

Ðàññìîòðèì ñóùíîñòü è ðàçíîâèäíîñòè ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê. Ïîñëå
çàâåðøåíèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà óñòàíîâèòñÿ ðåæèì âûíóæäåííûõ êîëåáà-
íèé è âûõîäíàÿ âåëè÷èíà y(t) áóäåò èçìåíÿòüñÿ ïî òîìó æå çàêîíó, ÷òî è
âõîäíàÿ u(t), íî â îáùåì ñëó÷àå ñ äðóãîé àìïëèòóäîé ym è ñ ôàçîâûì ñäâè-
ãîì ïî îñè âðåìåíè îòíîñèòåëüíî âõîäíîãî ñèãíàëà.

Ïóñòü ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ

W (p) =
b0p

m + b1p
m−1 + . . . + bm

a0pn + a1pn−1 + . . . + an
.

Ôóíêöèþ W (jω), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè â èçîáðàæå-
íèÿõ Ëàïëàñà ïðè ïîäñòàíîâêå p = jω

W (jω) =
b0(jω)m + b1(jω)m−1 + . . . + bm

a0(jω)n + a1(jω)n−1 + . . . + an
,

íàçûâàþò ÷àñòîòíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé. Îíà ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî-
çíà÷íîé ôóíêöèåé îò äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé ω, íàçûâàåìîé ÷àñòîòîé.

×àñòîòíóþ ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
W (jω) = U(ω) + jV (ω) = A(ω)ejϕ(ω),

ãäå
A(ω) = |W (jω)| =

√
U 2(ω) + V 2(ω), ϕ(ω) = argW (jω).

Åñëè |argW (jω)| ≤ π
2 , òî ϕ(ω) = arctg V (ω)

U(ω) .
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Êàæäîìó ôèêñèðîâàííîìó çíà÷åíèþ ÷àñòîòû ω ñîîòâåòñòâóåò êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëî W (jω), êîòîðîå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìîæíî èçîáðàçèòü âåê-
òîðîì, èìåþùèì äëèíó A(jω) è óãîë ïîâîðîòà ϕ(ωj). Îòðèöàòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ ϕ(ω), ñîîòâåòñòâóþùèå îòñòàâàíèþ âûõîäíîãî ñèãíàëà îò âõîäíîãî,
ïðèíÿòî îòñ÷èòûâàòü ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå îò ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ
äåéñòâèòåëüíîé îñè.

Ïðè èçìåíåíèè ÷àñòîòû îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè âåêòîð W (jω) ïîâîðà-
÷èâàåòñÿ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò, ïðè ýòîì îäíîâðåìåííî èçìåíÿåòñÿ äëèíà
âåêòîðà.

Ãîäîãðàô ýòîãî âåêòîðà, ò.å. êðèâóþ, îïèñûâàåìóþ êîíöîì âåêòîðà W (jω)
ïðè èçìåíåíèè ÷àñòîòû îò 0 äî∞, íàçûâàþò àìïëèòóäíî-ôàçîâîé ÷àñòîòíîé
õàðàêòåðèñòèêîé (ÀÔ×Õ).

Ìîäóëü A(ω) = |W (jω)| íàçûâàþò àìïëèòóäíîé ÷àñòîòíîé ôóíêöèåé, åå
ãðàôèê � àìïëèòóäíîé ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé. (À×Õ) ïîêàçûâàåò, êàê
ýëåìåíò ïðîïóñêàåò ñèãíàëû ðàçëè÷íîé ÷àñòîòû. Ïðèìåð (À×Õ) ïðèâåäåí íà
ðèñ. 13, à.

Àðãóìåíò ϕ(ω) = argW (jω) íàçûâàþò ôàçîâîé ÷àñòîòíîé ôóíêöèåé, à
åãî ãðàôèê (ïðè èçìåíåíèè ω îò 0 äî∞) � ôàçîâîé ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòè-
êîé. (Ô×Õ) ïîêàçûâàåò, êàêîå îòñòàâàíèå èëè îïåðåæåíèå âûõîäíîãî ñèãíàëà
ïî ôàçå ñîçäàåò ýëåìåíò ïðè ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòàõ. Ïðèìåð Ô×Õ ïðèâåäåí íà
ðèñ. 13, á.

Ïðè ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ ÑÀÓ (áåç ïðèìåíåíèÿ ýëåêòðîííûõ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ìàøèí) óäîáíî èñïîëüçîâàòü ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè, ïîñòðî-
åííûå â ëîãàðèôìè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òàêèå õàðàêòåðèñòèêè íàçûâà-
þò ëîãàðèôìè÷åñêèìè (Ë×Õ).

Ôóíêöèþ L(ω) = 20lgA(ω) íàçûâàþò ëîãàðèôìè÷åñêîé àìïëèòóäíîé
(÷àñòîòíîé) ôóíêöèåé, à ãðàôèê çàâèñèìîñòè ôóíêöèè L(ω) îò ëîãàðèôìà
÷àñòîòû lg ω íàçûâàþò ëîãàðèôìè÷åñêîé àìïëèòóäíîé ÷àñòîòíîé õàðàêòå-
ðèñòèêîé (ËÀ×Õ).

Ïðè ïîñòðîåíèè ËÀ×Õ ïî îñè àáñöèññ îòêëàäûâàþò çíà÷åíèå - ÷àñòîòû
â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå, ïðè ýòîì íà îòìåòêå, ñîîòâåòñòâóþùåé çíà÷å-
íèþ lg ω, çàïèñûâàþò çíà÷åíèå ω; ïî îñè îðäèíàò îòêëàäûâàþò è çàïèñûâàþò
çíà÷åíèå L(ω) = 20lgA(ω).

Ëîãàðèôìè÷åñêîé ôàçîâîé ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé (ËÔ×Õ) íàçû-
âàþò ãðàôèê çàâèñèìîñòè ôóíêöèè ϕ(ω) îò ëîãàðèôìà ÷àñòîòû lg ω. Ïðè åå
ïîñòðîåíèè ïî îñè àáñöèññ, êàê è ïðè ïîñòðîåíèè ËÀ×Õ, íà îòìåòêå, ñîîò-
âåòñòâóþùåé çíà÷åíèþ lg ω, çàïèñûâàþò çíà÷åíèå ω.

Â Ë×Õ åäèíèöåé L(ω) ÿâëÿåòñÿ äåöèáåë, à åäèíèöåé lg ω � äåêàäà. Äåêà-
äà - èíòåðâàë ÷àñòîò, çàêëþ÷åííûé ìåæäó ïðîèçâîëüíûì çíà÷åíèåì ÷àñòîòû
ωj è åãî äåñÿòèêðàòíûì çíà÷åíèåì 10ωj.
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Ðèñ. 13. ×àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè: à - àìïëèòóäíàÿ; á - ôàçîâàÿ; â -
àìïëèòóäíî-ôàçîâàÿ; ã - ëîãàðèôìè÷åñêàÿ

2.7. Òèïîâûå çâåíüÿ è èõ õàðàêòåðèñòèêè
Ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû, èñïîëüçóåìûå â ÑÀÓ, ìîãóò èìåòü ñàìûå

ðàçëè÷íûå êîíñòðóêòèâíîå âûïîëíåíèå è ïðèíöèïû äåéñòâèÿ. Îäíàêî îáù-
íîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, ñâÿçûâàþùèõ âõîäíûå è âûõîäíûå âåëè-
÷èíû ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ïîçâîëÿåò âûäåëèòü îãðàíè-
÷åííîå ÷èñëî òàê íàçûâàåìûõ òèïîâûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ çâåíüåâ.

Â îáùåì ñëó÷àå êàêîé-ëèáî îáúåêò â òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ
îïèñûâàåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé, ñîäåðæàùåé ïîëèíîìû ïðîèçâîëüíîãî
ïîðÿäêà â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå. Íî åñëè ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ îáúåê-
òà ñîäåðæèò òîëüêî ïðîñòîé ìíîæèòåëü â ÷èñëèòåëå (çíàìåíàòåëü ïðè ýòîì
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî) ëèáî òîëüêî ïðîñòîé ìíîæèòåëü â
çíàìåíàòåëå (÷èñëèòåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî), òî îáú-
åêò íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì çâåíîì (èëè ïðîñòî òèïîâûì çâåíîì).

Èç êóðñà àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî ïîëèíîì ëþáîãî ïîðÿäêà ìîæíî ðàçëî-
æèòü íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Òî åñòü ëþáóþ ÑÀÓ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ òèïîâûõ çâåíüåâ.

Âñå ëèíåéíûå òèïîâûå çâåíüÿ ðàçäåëÿþò íà òðè ãðóïïû: ïîçèöèîííûå
çâåíüÿ, èíòåãðèðóþùèå è äèôôåðåíöèðóþùèå. Ïîçèöèîííûå çâåíüÿ: àïåðè-
îäè÷åñêîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå, êîëåáàòåëüíîå, êîíñåðâàòèâíîå è ÷èñòîãî çà-
ïàçäûâàíèÿ - õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî â êàæäîì èç íèõ, êðîìå êîíñåðâàòèâ-
íîãî, ïðè ïîäà÷å íà âõîä ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû ñ òå÷åíèåì âðåìåíè óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå âûõîäíîé âåëè÷èíû. Â çâåíüÿõ, îòíîñÿùèõñÿ ê
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ãðóïïå èíòåãðèðóþùèõ, ïðè ïîñòîÿííîì âõîäíîì âîçäåéñòâèè âûõîäíàÿ âå-
ëè÷èíà íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò. Äèôôåðåíöèðóþùèå çâåíüÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ
òåì, ÷òî ðåàãèðóþò òîëüêî íà èçìåíåíèå âõîäíîé âåëè÷èíû.

Â òàáëèöå 4 ïðèâåäåíû îñíîâíûå òèïîâûå çâåíüÿ. Ðàññìîòðèì ïîñëåäî-
âàòåëüíî òèïîâûå çâåíüÿ è èõ õàðàêòåðèñòèêè.

Òàáëèöà 4
Òèïîâîå Ïåðåäàòî÷íàÿ
çâåíî ôóíêöèÿ

ïðîïîðöèîíàëüíîå W (p) = k

äèôôåðåíöèðóþùåå W (p) = kp
(èäåàëüíîå)
äèôôåðåíöèðóþùåå W (p) = kTp

Tp+1
(ðåàëüíîå)
èíòåãðèðóþùåå W (p) = k

p

ôîðñèðóþùåå W (p) = k(Tp + 1)
(1-ãî ïîðÿäêà)
àïåðèîäè÷åñêîå W (p) = k

Tp+1

ôîðñèðóþùåå W (p) = k(T 2p2 + 2ζTp + 1)
(2-ãî ïîðÿäêà)
êîëåáàòåëüíîå W (p) = k

T 2p2+2ζTp+1

êîíñåðâàòèâíîå W (p) = k
T 2p2+1

çàïàçäûâàþùåå W (p) = ke−pτ

Ïðîïîðöèîíàëüíîå çâåíî � ýòî çâåíî, äëÿ êîòîðîãî â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè âûõîäíàÿ âåëè÷èíà ïðîïîðöèîíàëüíà âõîäíîé. Åãî óðàâíåíèå èìååò
âèä:

y(t) = ku(t).

Â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àþòñÿ è äðóãèå íàçâàíèÿ: áåçûíåðöèîííîå, óñèëèòåëü-
íîå. Åãî ÷àñòîòíûå è âðåìåííûå ôóíêöèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

W (jω) = U(ω) = A(ω) = k,

V (ω) = 0; ϕ(ω) = 0,

L(ω) = 20lgk, h(t) = k1(t); ω(t) = kδ(t).
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Ëþáîå ðåàëüíîå çâåíî îáëàäàåò èíåðöèîííîñòüþ, íî ñ îïðåäåëåííîé òî÷-
íîñòüþ íåêîòîðûå ðåàëüíûå çâåíüÿ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê áåçûíåðöèîí-
íûå, íàïðèìåð: æåñòêèé ìåõàíè÷åñêèé ðû÷àã, ðåäóêòîð, ïîòåíöèîìåòð, ýëåê-
òðîííûé óñèëèòåëü è ò.ï.

Äèôôåðåíöèðóþùåå çâåíî.Èäåàëüíûì äèôôåðåíöèðóþùèì çâåíîì
íàçûâàåòñÿ çâåíî, âûõîäíàÿ âåëè÷èíà êîòîðîãî ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè
èçìåíåíèÿ âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ:

y(t) = ku̇(t).

Ïðè ñòóïåí÷àòîì âõîäíîì âîçäåéñòâèè íà âûõîäå çâåíà ïîëó÷àåòñÿ ìãíîâåí-
íûé èìïóëüñ òåîðåòè÷åñêè ñ áåñêîíå÷íîé àìïëèòóäîé è áåñêîíå÷íî ìàëîé
øèðîòîé. Åãî ÷àñòîòíûå è âðåìåííûå ôóíêöèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

W (jω) = jkω, U(ω) = 0,

V (ω) = kω, A(ω) = kω,

ϕ(ω) =
π

2
, L(ω) = 20lgk + 20lgω,

h(t) = kδ(t), ω(t) = kδ̇(t).

Èäåàëüíîå äèôôåðåíöèðóþùåå çâåíî ðåàëèçîâàòü íåâîçìîæíî, òàê êàê
âåëè÷èíà âñïëåñêà âûõîäíîé âåëè÷èíû ïðè ïîäà÷å íà âõîä åäèíè÷íîãî ñòó-
ïåí÷àòîãî âîçäåéñòâèÿ âñåãäà îãðàíè÷åíà. Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò ðåàëüíûå
äèôôåðåíöèðóþùèå çâåíüÿ, êîòîðûå îáëàäàþò êîíå÷íîé èíåðöèîííîñòüþ,
âñëåäñòâèå ÷åãî îñóùåñòâëÿåìîå èìè äèôôåðåíöèðîâàíèå íå ÿâëÿåòñÿ òî÷-
íûì. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òàêîãî çâåíà èìååò âèä

T ẏ(t) + y(t) = kT u̇(t).

Äèôôåðåíöèðóþùèå çâåíüÿ ïðèìåíÿþòñÿ êàê ñðåäñòâà, êîððåêòèðóþ-
ùèå (óëó÷øàþùèå) ïåðåõîäíîé ïðîöåññ. Ïðèìåðàìè òàêèõ çâåíüåâ ìîãóò ÿâ-
ëÿòüñÿ ñòàáèëèçèðóþùèå òðàíñôîðìàòîðû, ÷åòûðåõïîëþñíèê èç ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ è åìêîñòè èëè ñîïðîòèâëåíèÿ è èíäóêòèâíîñòè, äåìïôåð è ò.ï.

Èíòåãðèðóþùåå çâåíî � ýòî òàêîå çâåíî, âûõîäíàÿ âåëè÷èíà êîòîðîãî
ïðîïîðöèîíàëüíà èíòåãðàëó ïî âðåìåíè îò âõîäíîé âåëè÷èíû:

y(t) = k

∫
u(t)dt èëè ẏ(t) = ku(t).

Åãî ÷àñòîòíûå è âðåìåííûå ôóíêöèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

W (jω) = −jk

ω
, U(ω) = 0,

V (ω) = −k

ω
, A(ω) =

k

ω
,

ϕ(ω) = −π

2
, L(ω) = 20lgk − 20lgω,
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h(t) = kt, ω(t) = k.

Ïðèìåðîì èíòåãðèðóþùåãî çâåíà ìîæåò ñëóæèòü äâèãàòåëü ïîñòîÿííî-
ãî òîêà ñ ïîñòîÿííûì ïîòîêîì âîçáóæäåíèÿ, ó êîòîðîãî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
ýëåêòðîìàãíèòíîé è ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ïîñòîÿííûìè âðåìåíè.

Ôîðñèðóþùåå çâåíî 1-ãî ïîðÿäêà. Òàê íàçûâàþò çâåíî ñ ïåðåäàòî÷-
íîé ôóíêöèåé

W (s) = k(Ts + 1).

Åãî ÷àñòîòíûå è âðåìåííûå ôóíêöèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
W (jω) = k(Tjω + 1), U(ω) = k,

V (ω) = kTω, A(ω) = k
√

(Tω)2 + 1,

ϕ(ω) = arctg(Tω), L(ω) = 20lgk + 20lg
√

(Tω)2 + 1,

h(t) = k[δ(t) + 1(t)], ω(t) = k[T ˙δ(t) + δ(t)].

Àïåðèîäè÷åñêîå çâåíî � òàêîå çâåíî, âûõîäíàÿ âåëè÷èíà êîòîðîãî
èçìåíÿåòñÿ ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó. Â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àåòñÿ è äðóãîå
íàçâàíèå - èíåðöèîííîå çâåíî ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äàííîå çâåíî îïèñûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà:

T ẏ(t) + y(t) = ku(t).

Åãî ÷àñòîòíûå è âðåìåííûå ôóíêöèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

W (jω) =
1

(Tjω + 1)
, U(ω) =

k√
(Tω)2 + 1

,

V (ω) =
−kTω√
(Tω)2 + 1

, A(ω) =
k√

(Tω)2 + 1
,

ϕ(ω) = −arctg(Tω), L(ω) = 20lgk − 20lg
√

(Tω)2 + 1,

h(t) = k[1− e−
t
T ], ω(t) =

k

T
e−

t
T .

Ê àïåðèîäè÷åñêèì çâåíüÿì ìîæíî îòíåñòè RL− è RC−êîíòóðû, ãåíå-
ðàòîðû ïîñòîÿííîãî òîêà, òåðìèñòîðû è ò.ä.

Ôîðñèðóþùåå çâåíî 2-ãî ïîðÿäêà. Òàê íàçûâàþò çâåíî ñ ïåðåäàòî÷-
íîé ôóíêöèåé

W (s) = k(T 2s2 + 2ξTs + 1) (0 < ξ < 1).

Åãî ÷àñòîòíûå ôóíêöèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
W (jω) = k[1− (Tω)2 + j2ξTω], U(ω) = k[1− (Tω)2],

V (ω) = 2kξTω, A(ω) = k
√

[1− (Tω)2]2 + (2ξTω)2,

ϕ(ω) =

{
arctg 2ξTω

1−(Tω)2 , ïðè ω ≤ 1
T

π + arctg 2ξTω
1−(Tω)2 , ïðè ω > 1

T

,

L(ω) = 20lgk + 20lg
√

[1− (Tω)2]2 + (2ξTω)2.
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Âðåìåííûå ôóíêöèè íå ïðèâåäåíû, òàê êàê îíè â ðàñ÷åòàõ ïðàêòè÷åñêè íå
èñïîëüçóþòñÿ.

Êîëåáàòåëüíîå çâåíî (èëè, èíà÷å, èíåðöèîííîå çâåíî âòîðîãî ïîðÿäêà)�
òàêîå çâåíî, âûõîäíàÿ âåëè÷èíà êîòîðîãî ïðè ïîäà÷å íà âõîä ñòóïåí÷àòîãî
âîçäåéñòâèÿ ñòðåìèòñÿ ê óñòàíîâèâøåìóñÿ çíà÷åíèþ, ñîâåðøàÿ çàòóõàþùèå
êîëåáàíèÿ ëèáî àïåðèîäè÷åñêè (ìîíîòîííî) ïðèáëèæàÿñü ê íåìó. Ïåðåõîäíîé
ïðîöåññ òàêîãî çâåíà îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî
ïîðÿäêà:

T 2ÿ(t) + 2ζT ẏ(t) + y(t) = ku(t).

×àñòîòíûå è âðåìåííûå ôóíêöèè êîëåáàòåëüíîãî çâåíà èìåþò ñëåäóþùèé
âèä:

W (jω) =
k

[1− (Tω)2 + j2ξTω]
, U(ω) =

k[1− (Tω)2]

[1− (Tω)2]2 + (2ξTω)2 ,

V (ω) =
−2kξTω

[1− (Tω)2]2 + (2ξTω)2 , A(ω) =
k√

[1− (Tω)2]2 + (2ξTω)2
,

ϕ(ω) =

{
−arctg 2ξTω

1−(Tω)2 , ïðè ω ≤ 1
T

−π − arctg 2ξTω
1−(Tω)2 , ïðè ω > 1

T

,

L(ω) = 20lgk − 20lg
√

[1− (Tω)2]2 + (2ξTω)2,

h(t) = k[1−
√

α2 + β2

β
e−αt sin(βt + ϕ0)], ω(t) =

k(α2 + β2)

β
e−αt sin βt,

ãäå α = ξ
T , β =

√
1−ξ2

T , ϕ0 = arctg

√
1−ξ2

ξ .
Ê êîëåáàòåëüíûì çâåíüÿì ìîæíî îòíåñòè ýëåêòðè÷åñêèå êîëåáàòåëüíûå

êîíòóðû, ýëåêòðîìàøèííûé óñèëèòåëü è ò.ä.
Êîíñåðâàòèâíîå çâåíî � ÷àñòíûé ñëó÷àé êîëåáàòåëüíîãî çâåíà, êîãäà

îòñóòñòâóåò äåìïôèðîâàíèå. Îíî îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèåì

T 2ÿ(t) + y(t) = ku(t).

×àñòîòíûå è âðåìåííûå ôóíêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíê-
öèé êîëåáàòåëüíîãî çâåíà, ïîëîæèâ ζ = 0. Ïðèìåðîì êîíñåðâàòèâíîãî çâåíà
ìîæåò ñëóæèòü èäåàëüíûé ïàññèâíûé ÷åòûðåõïîëþñíèê, ñîñòîÿùèé èç èí-
äóêòèâíîñòè è åìêîñòè.

Çâåíî ÷èñòîãî çàïàçäûâàíèÿ. Ýòî çâåíî áåç èñêàæåíèÿ âîñïðîèçâî-
äèò íà âûõîäå âõîäíóþ âåëè÷èíó êàê ïðîïîðöèîíàëüíîå çâåíî, íî ñ òîé ðàç-
íèöåé, ÷òî âûõîäíàÿ âåëè÷èíà çàïàçäûâàåò îòíîñèòåëüíî âõîäíîé íà ïîñòî-
ÿííîå âðåìÿ τ :

y(t) = ku(t− τ).

Åãî ÷àñòîòíûå è âðåìåííûå ôóíêöèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

W (jω) = ke−jωτω, U(ω) = k cos(τω),
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V (ω) = −k sin(τω), A(ω) = k,

ϕ(ω) = −ωτ, L(ω) = 20lgk,

h(t) = k1(t− τ), ω(t) = kδ(t− τ).

Ïî ñóùåñòâó ýòî çâåíî îòíîñèòñÿ ê íåëèíåéíûì. Îäíàêî ïðè ðàñ÷åòàõ
ÑÀÓ ñ òàêèìè çâåíüÿìè ìîæíî ïðèìåíÿòü ìåòîäû òåîðèè ëèíåéíûõ ñèñòåì.
Ïîýòîìó ÷àñòî ýëåìåíòû, çàêîí äâèæåíèÿ êîòîðûõ ìàëî èçó÷åí èëè òðóäíî
ïðåäñòàâèì â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå, ïîñëå íåêîòîðîé èäåàëèçàöèè ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ â âèäå çâåíüåâ çàïàçäûâàíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà çâåíà ìîæíî íà-
çâàòü äëèííóþ ýëåêòðè÷åñêóþ ëèíèþ áåç ïîòåðü, ìåõàíè÷åñêèé òðàíñïîðòåð
è ò.ä.

2.8. Àñèìïòîòè÷åñêèå ËÀ×Õ
Ëîãàðèôìè÷åñêèå àìïëèòóäíûå ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè (ËÀ×Õ) ïðî-

ïîðöèîíàëüíîãî, äèôôåðåíöèðóþùåãî è èíòåãðèðóþùåãî çâåíüåâ ÿâëÿþòñÿ
ïðÿìûìè, è èõ ëåãêî ïîñòðîèòü. Ïîñòðîåíèå ËÀ×Õ äðóãèõ ýëåìåíòàðíûõ
çâåíüåâ òðåáóåò òðóäîåìêèõ âû÷èñëåíèé. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå ÷àñòî îãðàíè-
÷èâàþòñÿ ïîñòðîåíèåì ïðèáëèæåííûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ËÀ×Õ.

Ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêîé ËÀ×Õ àïåðèîäè÷åñêîãî çâåíà â âûðà-
æåíèè 20lgk − 20lg

√
(Tω2) + 1 ïðè ω < 1

T ïîä êîðíåì ïðåíåáðåãàþò ñëàãàå-
ìûì (Tω)2, ìåíüøèì åäèíèöû, à ïðè ω ≥ 1

T - åäèíèöåé. Ïîýòîìó óðàâíåíèå
àñèìïòîòè÷åñêîé ËÀ×Õ èìååò âèä:

L(ω) ∼=




20lgk, ïðè ω < 1
T ,

20lgk − 20lg(Tω), ïðè ω ≥ 1
T .

Ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêîé ËÀ×Õ êîëåáàòåëüíîãî çâåíà â âûðà-
æåíèè

L(ω) = 20lgk − 20lg
√

[1− (Tω)2]2 + (2ξTω)2

ïðè ω < 1
T ïîä êîðíåì îñòàâëÿþò òîëüêî åäèíèöó, à ïðè ω ≥ 1

T � òîëüêî íàè-
áîëüøåå ñëàãàåìîå (Tω)2. Ïîýòîìó óðàâíåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé ËÀ×Õ èìååò
âèä:

L(ω) ∼=




20lgk, ïðè ω < 1
T ,

20lgk − 40lg(Tω), ïðè ω ≥ 1
T .

Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàþò ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ËÀ×Õ ôîðñèðóþ-
ùèõ çâåíüåâ.

×àñòîòû, íà êîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêèå ËÀ×Õ ïðåòåðïåâàþò èçëîì, íà-
çûâàþòñÿ ñîïðÿãàþùèìè ÷àñòîòàìè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé àìïëèòóäíîé (ËÀ×Õ) è ôàçîâîé
(ËÔ×Õ) ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèê çâåíà ñ ïðîèçâîëüíîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé
ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé W (p) íóæíî åå ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ðàçëîæèòü
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íà ýëåìåíòàðíûå ìíîæèòåëè è ïðåäñòàâèòü W (p) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïåðå-
äàòî÷íûõ ôóíêöèé ýëåìåíòàðíûõ çâåíüåâ:

W (p) =
∏

i

Wi(p).

Ïîëó÷àåì:
L(ω) = 20lg|W (jω)| =

∑
i

lg|Wi(ω)|,

ϕ(ω) = argW (jω) =
∑

i

argWi(jω).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ËÀ×Õ ïðîèçâîëüíîãî çâåíà äîñòàòî÷íî
ïîñòðîèòü ËÀ×Õ ýëåìåíòàðíûõ çâåíüåâ, íà êîòîðûå îíî ðàçëàãàåòñÿ, à çàòåì
èõ ãåîìåòðè÷åñêè ñëîæèòü. Îäíàêî äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ËÀ×Õ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî èíîå, áîëåå ïðîñòîå ïðàâèëî. Ïðîèëëþñòðè-
ðóåì íà ïðèìåðå. Ïóñòü

W (p) =
100(p + 1)

p(10p + 1)(0, 01p2 + 0, 1p + 1)
.

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ àìïëèòóäíàÿ ÷àñòîòíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä:

L(ω) = 40 + 20lg
√

ω2 + 1− 20lgω − 20lg
√

(10ω)2 + 1−
−20lg

√
(1− 0, 01ω)2 + (0, 1ω)2.

Âû÷èñëèì ñîïðÿãàþùèå ÷àñòîòû è ïðîíóìåðóåì èõ â ïîðÿäêå âîçðàñòà-
íèÿ:

ω1 =
1

10
, ω2 = 1, ω3 = 10.

Çäåñü ω1, ω2, ω3 � ñîïðÿãàþùèå ÷àñòîòû àïåðèîäè÷åñêîãî, ôîðñèðóþùåãî è
êîëåáàòåëüíîãî çâåíüåâ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè ω < ω1 ïîëó÷àåì:
L(ω) ∼= 40− 20lgω.

Ýòî óðàâíåíèå ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè ω = 1
è L = 40 ñ íàêëîíîì �20äÁ/äåê. Ïðÿìàÿ èìååò íàêëîí �20äÁ/äåê; ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû íà äåêàäó (ò.å. â 10 ðàç) L(ω) óìåíüøàåòñÿ
íà 20äÁ (14, à).

Ïåðâàÿ àñèìïòîòà çàêàí÷èâàåòñÿ íà ïåðâîé ñîïðÿãàþùåé ÷àñòîòå (14,á).
Ïðè ω1 ≤ ω < ω2 àíàëîãè÷íî èìååì:

L(ω) =∼= 40− 20lgω − 20lg(10ω) = 20− 40lgω.

Ýòî óðàâíåíèå âòîðîé àñèìïòîòû. Åå íàêëîí ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîé àñèìï-
òîòå èçìåíÿåòñÿ íà � 20äÁ/äåê è îáóñëàâëèâàåòñÿ àïåðèîäè÷åñêèì çâåíîì,
ò. å. ìíîæèòåëåì 1-ãî ïîðÿäêà â çíàìåíàòåëå ðàññìàòðèâàåìîé ïåðåäàòî÷íîé

36



ôóíêöèè. Âòîðóþ àñèìïòîòó ïðîâîäÿò îò êîíöà ïåðâîé àñèìïòîòû äî âòîðîé
ñîïðÿãàþùåé ÷àñòîòû ñîãëàñíî åå óðàâíåíèþ ïîä íàêëîíîì � 40äÁ/äåê.

Ïðè ω2 ≤ ω < ω3 ïîëó÷àåì:
L(ω) ∼= 20− 40lgω + 20lgω = 20− 20lgω.

Ýòî óðàâíåíèå òðåòüåé àñèìïòîòû. Åå íàêëîí ïî îòíîøåíèþ êî âòîðîé àñèìï-
òîòå èçìåíÿåòñÿ íà 20 äÁ/äåê è îáóñëàâëèâàåòñÿ ôîðñèðóþùèì çâåíîì, ò.
å. ìíîæèòåëåì 1-ãî ïîðÿäêà â ÷èñëèòåëå. Òðåòüþ àñèìïòîòó ïðîâîäÿò îò
êîíöà âòîðîé àñèìïòîòû äî òðåòüåé ñîïðÿãàþùåé ÷àñòîòû ïîä íàêëîíîì
�20äÁ/äåê.

Ïðè ω ≥ ω3 èìååì:
L(ω) ∼= 20− 20lgω − 20lg(0, 1ω)2 = 60− 60lgω.

Ýòî óðàâíåíèå ïîñëåäíåé, ÷åòâåðòîé àñèìïòîòû. Åå íàêëîí èçìåíÿåòñÿ ïî
îòíîøåíèþ ê òðåòüåé àñèìïòîòå íà �40äÁ/äåê è îáóñëàâëèâàåòñÿ êîëåáà-
òåëüíûì çâåíîì, ò.å. ìíîæèòåëåì 2-ãî ïîðÿäêà â çíàìåíàòåëå.

Ðèñ. 14. Àñèìïòîòè÷åñêèå ËÀ×Õ: à � íàêëîíû àñèìïòîò; á � àñèìïòîòè÷å-
ñêàÿ ËÀ×Õ
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2.9. Ñòðóêòóðíûå ñõåìû
Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàôè÷åñêèì ïðåä-

ñòàâëåíèåì åå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ìîæåò ñîäåðæàòü
ñëåäóþùèå ÷åòûðå òèïà ýëåìåíòîâ: çâåíüÿ íàïðàâëåííîãî äåéñòâèÿ; óñòðîé-
ñòâà ñðàâíåíèÿ, èëè ñóììàòîðû; ëèíèè ñâÿçè; òî÷êè ðàçâåòâëåíèÿ (óçëû).

Çâåíüÿ íàïðàâëåííîãî äåéñòâèÿ èçîáðàæàþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè, âíóò-
ðè êîòîðûõ çàïèñûâàþòñÿ èõ ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè.

Ìåæäó ñîáîé çâåíüÿ ñîåäèíÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíèé ñâÿçè. Íà ýòèõ ëèíè-
ÿõ ñòðåëêàìè óêàçûâàåòñÿ íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëîâ. Ñëåäóåò
ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â íàïðàâëåíèÿõ, ïðîòèâîïîëîæíûõ óêàçàííûì ñòðåëêàì,
ñèãíàëû íå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ. Ñàìè ëèíèè ñâÿçè, òàêæå êàê è ñóììàòîðû,
ñ÷èòàþòñÿ èäåàëüíûìè, òî åñòü íèêàêèìè ïàðàìåòðàìè íå îáëàäàþò.

Ñóììàòîðû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ñèãíàëîâ (ðèñ. 15, à). Îä-
íàêî åñëè ïåðåä êàêèì-ëèáî âõîäîì ñòîèò çíàê ìèíóñ, ïåðåìåííàÿ ïî ýòîìó
âõîäó âû÷èòàåòñÿ (ñêëàäûâàåòñÿ ñî çíàêîì ìèíóñ) (ðèñ. 15, á).

Ðèñ. 15. Èçîáðàæåíèå ñóììàòîðîâ: à � ñóììèðîâàíèå; á� âû÷èòàíèå

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñèãíàëîâ ïî ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì èñïîëüçóþòñÿ
óçëû, êîòîðûå îáîçíà÷àþòñÿ òî÷êàìè â ìåñòàõ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé ñâÿçè.

Äëÿ óäîáñòâà ðàñ÷åòîâ áûâàåò íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ ñòðóê-
òóðíóþ ñõåìó ñèñòåìû ê êàêîìó-ëèáî æåëàåìîìó âèäó, ÷àùå âñåãî - ê öåïè
ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ çâåíüåâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì îñíîâíûå
ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðóêòóðíûõ ñõåì. Çâåíüÿ áóäåì îïèñûâàòü ïåðåäà-
òî÷íîé ôóíêöèåé â èçîáðàæåíèÿõ Ëàïëàñà. Ïðè ýòîì äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè
àðãóìåíòû ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé è ïåðåìåííûõ áóäåì îïóñêàòü.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå. Òàê íàçûâàåòñÿ ñîåäèíåíèå, ïðè êî-
òîðîì âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ ïðåäøåñòâóþùåãî çâåíà ÿâëÿåòñÿ âõîäíîé ïåðå-
ìåííîé ïîñëåäóþùåãî çâåíà (ðèñ. 16, à). Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñîåäèíåíèè
ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè îòäåëüíûõ çâåíüåâ ïåðåìíîæàþòñÿ, è ïðè ïðåîáðàçî-
âàíèè ñòðóêòóðíûõ ñõåì öåïî÷êó èç ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ
çâåíüåâ ìîæíî çàìåíèòü îäíèì çâåíîì ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé
W (p) = W1(p)W2(p) . . . Wn(p) (ðèñ. 16, á).

Ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå. Òàê íàçûâàåòñÿ ñîåäèíåíèå, ïðè êîòîðîì
íà âõîäû âñåõ çâåíüåâ ïîäàåòñÿ îäíî è òî æå âîçäåéñòâèå, à èõ âûõîäíûå ïå-
ðåìåííûå ñêëàäûâàþòñÿ (ðèñ. 17, à). Ïðè ïàðàëëåëüíîì ñîåäèíåíèè çâåíüåâ
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Ðèñ. 16. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå

ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè ñêëàäûâàþòñÿ, è ïðè ïðåîáðàçîâàíèè èõ ìîæíî çà-
ìåíèòü îäíèì çâåíîì ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé W (p) =

n∑
i=1

Wi(p) (ðèñ. 17, á).
Åñëè âûõîä êàêîãî-ëèáî çâåíà ïîñòóïàåò íà ñóììàòîð ñ îòðèöàòåëüíûì çíà-
êîì, òî ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ýòîãî çâåíà ñêëàäûâàåòñÿ ñ îòðèöàòåëüíûì
çíàêîì, ò.å. âû÷èòàåòñÿ.

Ðèñ. 17. Ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå

Îáðàòíîå ñîåäèíåíèå, èëè çâåíî, îõâà÷åííîå îáðàòíîé ñâÿçüþ.
Òàê íàçûâàåòñÿ ñîåäèíåíèå äâóõ çâåíüåâ, ïðè êîòîðîì âûõîä çâåíà ïðÿìîé
öåïè ïîäàåòñÿ íà âõîä çâåíà îáðàòíîé ñâÿçè, - âûõîä êîòîðîãî ñêëàäûâàåòñÿ
ñ âõîäîì ïåðâîãî çâåíà (ðèñ. 18, à).

Ðèñ. 18. Îáðàòíîå ñîåäèíåíèå

Åñëè ñèãíàë îáðàòíîé ñâÿçè (âûõîä çâåíà îáðàòíîé ñâÿçè) âû÷èòàåòñÿ
(ò.å. ñêëàäûâàåòñÿ ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì), òî îáðàòíàÿ ñâÿçü íàçûâàåòñÿ
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îòðèöàòåëüíîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ïîëîæèòåëüíîé. Êîãäà ïåðåäàòî÷-
íàÿ ôóíêöèÿ çâåíà îáðàòíîé ñâÿçè ðàâíà åäèíèöå (Woc(p) = 1), îáðàòíîå
ñîåäèíåíèå èçîáðàæàåòñÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 18, á.

Íàéäåì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ W (p) çâåíà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. Ïî îïðå-
äåëåíèþ îíà ðàâíà

W (p) =
Y (p)

G(p)
.

Ïðè ýòîì
Y (p) = Wï(p)(G(p)∓Wîñ(p)Y (p)),

ãäå Wï(p) è Wîñ(p) � ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìîé öåïè è
öåïè îáðàòíîé ñâÿçè. Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè äàííîãî ðàâåíñòâà íà G(p). Ïîëó-
÷èì

Y (p)

G(p)
= Wï(p)

(
1∓Wîñ(p)

Y (p)

G(p)

)
.

Ó÷èòûâàÿ âûøåñêàçàííîå, ïîëó÷àåì
W (p) = Wï(p)(1∓Wîñ(p)W (p)).

Ðàçðåøèâ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî W (p), ïîëó÷àåì

W (p) =
Wï(p)

1±Wï(p)Wîñ(p)
.

Ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåííûõ ïðàâèë óäàåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü (óïðîñòèòü)
ëþáóþ ñòðóêòóðíóþ ñõåìó, íå ñîäåðæàùóþ ïåðåêðåñòíûõ ñâÿçåé ìåæäó çâå-
íüÿìè. Åñëè æå ñõåìà ìíîãîêîíòóðíàÿ è ñîäåðæèò ïåðåêðåñòíûå ñâÿçè, òî
ýòè ïðàâèëà ìîæíî ïðèìåíÿòü ëèøü ïîñëå óñòðàíåíèÿ ýòèõ ïåðåêðåñòíûõ
ñâÿçåé. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ïåðåêðåñòíûõ ñâÿçåé ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ðÿä âñïî-
ìîãàòåëüíûõ ïðàâèë ïðåîáðàçîâàíèé ñòðóêòóðíûõ ñõåì, êîòîðûå ïðèâåäåíû
â òàáëèöå 5.
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Òàáëèöà 5
Âñïîìîãàòåëüíûå ïðàâèëà

Îïåðàöèÿ Èñõîäíàÿ è ïðåîáðàçîâàííàÿ ñõåìà
Ïåðåñòàíîâêà
óçëîâ

Ïåðåíîñ óçëà
à)ïî õîäó
ñèãíàëà
á)ïðîòèâ
õîäà ñèãíàëà

Ïåðåíîñ
ñóììàòîðà
à)ïî õîäó
ñèãíàëà
á)ïðîòèâ
õîäà ñèãíàëà

Ïåðåñòàíîâêà
ñóììàòîðîâ
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2.10. Ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÀÓ íà ÖÂÌ
Ìîùíûì èíñòðóìåíòîì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ÒÀÓ ÿâëÿþòñÿ öèôðîâûå âû-

÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû (ÖÂÌ), â ÷àñòíîñòè ïåðñîíàëüíûå ýëåêòðîííûå âû-
÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû (ÏÝÂÌ). Öåëüþ ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÀÓ íà ÖÂÌ ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàñ÷åò èçìåíåíèÿ óïðàâëÿåìîé âåëè÷èíû y(t) â ïåðåõîäíîì ðåæèìå.
Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàñ÷åòà íåîáõîäèìû ïðè àíàëèçå ðàáîòû ÑÀÓ è åå ñîçäà-
íèè (ñèíòåçå). Ìîäåëèðîâàíèå ÑÀÓ íà ÖÂÌ â çàâèñèìîñòè îò ïðèìåíÿåìûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ìîæíî îñóùåñòâëÿòü äâóìÿ ïóòÿìè:

• ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ;
• ïóòåì ñòðóêòóðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå - èíòåãðèðîâàíèå ñîâîêóïíîñòè äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå (èçìåíåíèå ðåæèìíûõ ïàðà-
ìåòðîâ âî âðåìåíè) ÑÀÓ.

Âåñüìà óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîãðàììíûé ïðîäóêò "VisSim" äëÿ ÏÝÂÌ, ïðåäíàçíà÷åí-
íûé ïðåèìóùåñòâåííî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âèðòóàëüíûõ óñòðîéñòâ, âõîäÿùèõ
â ñîñòàâ ÑÀÓ. Èç âèðòóàëüíûõ óñòðîéñòâ, èìåþùèõñÿ â ïðîäóêòå "VisSim",
ìîæíî ñîáèðàòü àëãîðèòìè÷åñêèå ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ è/èëè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è îòîáðàæàòü ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ
íà ðàçëè÷íûõ âèðòóàëüíûõ èíäèêàòîðàõ (ñòðåëî÷íûõ ïîêàçûâàþùèõ ïðè-
áîðàõ, äèñïëåå, ãðàôîïîñòðîèòåëå è ò. ï.). Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïåðåõîäíûé ïðîöåññ
â ÑÀÓ, ýòè óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ïðåäñòàâëÿòü â íîðìàëüíîé ôîðìå Êîøè, ò.å.
ðàçðåøåííûìè îòíîñèòåëüíî ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ñòðóêòóðíîå ìîäåëèðîâàíèå - ìîäåëèðîâàíèå, îñóùåñòâëÿåìîå ñ ïîìî-
ùüþ àëãîðèòìè÷åñêîé ñõåìû ÑÀÓ, ñîñòîÿùåé èç òèïîâûõ äèíàìè÷åñêèõ çâå-
íüåâ, àðèôìåòè÷åñêèõ çâåíüåâ è/èëè çâåíüåâ ñ èçâåñòíûìè ïåðåäàòî÷íûìè
ôóíêöèÿìè.

Âåñüìà óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ðåàëèçàöèè ñòðóêòóðíîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîãðàììíûé ïðîäóêò "VisSim". Â íåì ïðåèìóùå-
ñòâåííî ñ ïîìîùüþ áëîêîâ "Transfer function" ñîáèðàåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ
ñõåìà ÑÀÓ, êîòîðàÿ è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà ðàáîòû ñèñòåìû.
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3. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
Óñòîé÷èâîñòü ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ òðåáîâàíèé ê ñèñòåìàì àâòî-

ìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ (ÑÀÓ). Ïîýòîìó âàæíî óìåòü îïðåäåëÿòü (èññëåäî-
âàòü) è ñîîòâåòñòâóþùèì âûáîðîì ñòðóêòóðû è ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû óïðàâ-
ëåíèÿ îáåñïå÷èâàòü åå óñòîé÷èâîñòü.

3.1. Îïðåäåëåíèå è óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè
Åñëè íà ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ äåéñòâóþò äâà âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿ - çà-

äàþùåå âîçäåéñòâèå g(t) è âîçìóùåíèå f(t), - òî â îáùåì ñëó÷àå îíà îïèñû-
âàåòñÿ óðàâíåíèåì

a0y
(n) + a1y

(n−1) + . . . + any = b0g
(m)g + b1g

(m−1) + . . . + bmg+

+c0f
(l) + c1f

(l−1) + . . . + clf. (14)
Ïðè g ≡ 0 è f ≡ 0 ïîëó÷àåì îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

a0y
n + a1y

n−1 + . . . + any = 0. (15)

Íàçíà÷åíèåì ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîääåðæàíèå íåêîòîðîãî çà-
äàííîãî ðåæèìà, íàçûâàåìîãî íåâîçìóùåííûì äâèæåíèåì. Åñëè íà ñèñòå-
ìó äåéñòâóåò âîçìóùåíèå, òî ôàêòè÷åñêîå äâèæåíèå (êîòîðîå íàçûâàåòñÿ
âîçìóùåííûì äâèæåíèåì) áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ.
Íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè ïî-
ñëå îêîí÷àíèÿ äåéñòâèÿ âîçìóùåíèÿ âîçìóùåííîå äâèæåíèå y(t) ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè ñòðåìèòñÿ ê íåâîçìóùåííîìó äâèæåíèþ yí(t) : y(t) → yí(t) ïðè
t → ∞. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé èëè àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâîé, åñëè ëþáîå åå íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå, îïðåäåëÿåìîå
çàäàþùèì âîçäåéñòâèåì, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (14) èìååò âèä

y(t) = yâ(t) + yñ(t), (16)
ãäå yâ(t) - ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14), yñ(t) - îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ (15). ×àñòíîå ðåøåíèå yâ(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü (â ñèëó ïðèíöèïà
ñóïåðïîçèöèè) â âèäå

yâ(t) = yg(t) + yf(t),

ãäå yg(t) - ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14) ïðè f ≡ 0, yf(t) - ÷àñòíîå ðåøåíèå
ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè g ≡ 0.

Îáùåå ðåøåíèå yñ(t) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò ñâîáîäíîå äâè-
æåíèå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ (ò.å. äâèæåíèå ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ âîçäåé-
ñòâèé), îïðåäåëÿåìîå òîëüêî íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. ×àñòíîå ðåøåíèå yâ(t)
îïèñûâàåò âûíóæäåííîå äâèæåíèå, îïðåäåëÿåìîå âíåøíèìè âîçäåéñòâèÿìè.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè îòñóòñòâèè âîçìóùàþùåãî âîçäåéñòâèÿ f = 0, ÷àñòíîå ðå-
øåíèå yâ(t) = yg(t) îïèñûâàåò íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå: yâ(t) = yí(t). Òàêèì
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îáðàçîì, åñëè ïîñëå íà÷àëüíîãî ìîìåíòà t0 âîçìóùåíèå ïåðåñòàåò äåéñòâî-
âàòü, ðåøåíèå (16) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

y(t) = yí(t) + yñ(t) ïðè (t ≥ to).

Âîçìóùåíèå, êîòîðîå äåéñòâóåò äî íà÷àëüíîãî ìîìåíòà t0, âëèÿåò íà íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ, îò êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî ñâîáîäíîå äâèæåíèå. Ïîýòîìó äëÿ
òîãî ÷òîáû âîçìóùåííîå äâèæåíèå áûëî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî (ò.å. äëÿ
y(t) → yí(t) ïðè t →∞), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

lim
t→∞

yc(t) = 0. (17)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïðèíÿòü çà ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâî-
ñòè (àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè) ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì óïðàâ-
ëåíèÿ.

Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè. Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå yñ(t) îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ (15). Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, êîòîðîå áóäåò
èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

Q(λ) = a0λ
n + a1λ

n−1 + . . . an = 0. (18)
Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ (Q(λ) = a0λ

n + a1λ
n−1 + . . . an) íàçûâàåòñÿ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì.
Åñëè λi (i = 1, . . . , q) - êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êðàòíîñòè

ki (k1 + k2 + . . . + kq = n), òî îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ yc(t)
èìååò âèä

yc(t) =
n∑

i=1

Pi(t)e
λit, (19)

ãäå Pi(t) = C
(i)
1 +C

(i)
2 t+ . . . C

(i)
ki

tki−1 ; C
(i)
1 , C

(i)
2 , . . . , C

(i)
ki

- ïîñòîÿííûå èíòåãðè-
ðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âñå êîðíè ïðîñòûå,

yc(t) =
n∑

i=1

Ci(t)e
λit.

Ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Pi(t)e
λit → 0 ïðè t → ∞

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîðíÿ λi îòðèöàòåëüíà:
Reλi < 0. Ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü â (19) áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè t →∞,
ò. å. áóäåò âûïîëíåíî (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå) óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (17),
åñëè

Reλi < 0, i = 1, 2, . . . , q.

Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè. Îíî íåïîñðåä-
ñòâåííî âûòåêàåò èç ìàòåìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè.

Îñíîâíîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà óïðàâëå-
íèÿ áûëà óñòîé÷èâà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå êîðíè åå õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìåëè îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü.
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Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè êîðíè, èìåþùèå îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåí-
íóþ ÷àñòü, ðàñïîëàãàþòñÿ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè è ïîýòîìó íàçûâàþòñÿ ëå-
âûìè; êîðíè, èìåþùèå ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, ðàñïîëàãàþòñÿ
â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè è íàçûâàþòñÿ ïðàâûìè; à êîðíè, ðàñïîëîæåííûå íà
ìíèìîé îñè, íàçûâàþòñÿ íåéòðàëüíûìè.

Ñîãëàñíî îñíîâíîìó óñëîâèþ óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè
ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Îäíàêî äëÿ
ýòîãî íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü ýòè êîðíè. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå êðè-
òåðèè óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñóäèòü î òîì, íàõîäÿòñÿ ëè êîðíè
ïîëèíîìà â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, íå âû÷èñëÿÿ èõ.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà áûëà
óñòîé÷èâà, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå êîýôôèöèåíòû åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ áûëè ñòðîãî îäíîãî çíàêà:

a0 > 0, a1 > 0, . . . , an > 0 (20)
èëè

a0 < 0, a1 < 0, . . . , an < 0 (21)
Òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæå-

íèþ. Ïðàêòè÷åñêè âñå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè, à ëèíåé-
íûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèáëèæåííûå, ëèíåà-
ðèçîâàííûå ìîäåëè íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Ëèíåàðèçàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ îòíîñè-
òåëüíî çàäàííîãî íîìèíàëüíîãî ðåæèìà y0(t), íàçûâàåìîãî â òåîðèè óñòîé-
÷èâîñòè íåâîçìóùåííûì äâèæåíèåì. Íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå y0(t) íåëè-
íåéíîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè ñóùåñòâóåò
íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü âîêðóã íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ òàêàÿ, ÷òî ëþáîå
âîçìóùåííîå äâèæåíèå y(t), íà÷èíàþùååñÿ â ìîìåíò t0 îêîí÷àíèÿ äåéñòâèÿ
âîçìóùåíèÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè, â äàëüíåéøåì íå âûõîäèò èç ýòîé îêðåñòíî-
ñòè è y(t) → y0(t) ïðè t →∞.

Òåîðåìû Ëÿïóíîâà
1. Åñëè âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ìî-

äåëè ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè, òî íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé
íåëèíåéíîé ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

2. Åñëè ñðåäè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé
ìîäåëè èìååòñÿ ïðàâûé êîðåíü, òî íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå ñîîòâåòñòâó-
þùåé íåëèíåéíîé ñèñòåìû íåóñòîé÷èâî.

3. Ñëó÷àé, êîãäà ñðåäè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ëèíåà-
ðèçîâàííîé ìîäåëè èìåþòñÿ íåéòðàëüíûå êîðíè (êîðíè íà ìíèìîé îñè),
íî íåò ïðàâûõ êîðíåé, íàçûâàþò êðèòè÷åñêèì. Â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå ïî
ëèíåàðèçîâàííîé ìîäåëè íåëüçÿ ñóäèòü îá óñòîé÷èâîñòè íåâîçìóùåííîãî
äâèæåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû.
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Ðèñ. 19. Ñèñòåìà: à) çàìêíóòàÿ; á) ðàçîìêíóòàÿ

3.2. Àëãåáðàè÷åñêèå êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè
Àëãåáðàè÷åñêèìè êðèòåðèÿìè óñòîé÷èâîñòè íàçûâàþòñÿ òàêèå óñëî-

âèÿ, ñîñòàâëåííûå èç êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïðè
âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñèñòåìà óñòîé÷èâà, à ïðè íåâûïîëíåíèè - íåóñòîé÷èâà.
Ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ êðè-
òåðèåâ ñëåäóåò ïðåæäå âñåãî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû èññëåäîâàòü óñòîé-
÷èâîñòü ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèòåðèåâ, íåîáõîäèìî èìåòü õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèé ïîëèíîì.

Xàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì Q(λ) ïîëó÷àåòñÿ èç ñîáñòâåííîãî îïåðàòî-
ðà Q(p) ïðîñòîé çàìåíîé îïåðàòîðà ð íà êîìïëåêñíóþ ïåðåìåííóþ λ. Ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî íàéòè ñîáñòâåííûé îïåðàòîð.

Åñëè äàíî óðàâíåíèå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ è îíî çàïèñàíî â ñèìâîëè-
÷åñêîé ôîðìå, òî äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïðè âûõîäíîé ïåðåìåííîé è
áóäåò ñîáñòâåííûì îïåðàòîðîì. Åñëè äàíà ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ, òî ìîæíî
ïðèíÿòü, ÷òî ñîáñòâåííûé îïåðàòîð ñîâïàäàåò ñ åå çíàìåíàòåëåì.

Ïðè èññëåäîâàíèè çàìêíóòîé ñèñòåìû (ðèñ. 19, à) íåò íåîáõîäèìîñòè
íàõîäèòü åå ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ, åñëè èçâåñòíà ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ
W (p) = R(p)

S(p) ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû (ðèñ. 19, á). Åå ñîáñòâåííûé îïåðàòîð
Q(p) ðàâåí ñóììå ïîëèíîìîâ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíê-
öèè ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû:

Q(p) = R(p) + S(p).

Êðèòåðèé Ãóðâèöà. Èç êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíî-
ìà

Q(λ) = a0λ
n + a1λ

n−1 + . . . + an
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ñîñòàâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëü n-îãî ïîðÿäêà


a1 a3 a5 . . . 0
a0 a2 a4 . . . 0
0 a1 a3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . an




, (22)

êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ãëàâíîé äèàãîíàëè âûïèñûâàþòñÿ
ýëåìåíòû a1, a2, . . . , an. Çàòåì ïðè äâèæåíèè îò ýòèõ ýëåìåíòîâ ââåðõ ðàçìå-
ùàþòñÿ êîýôôèöèåíòû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èíäåêñîâ, ïðè äâèæåíèè âíèç
- â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè ïîñòðîåíèè i-ãî ñòîëáöà, äâèãàÿñü îò
ýëåìåíòà ai ââåðõ, çàïèñûâàþò êîýôôèöèåíòû ai+1, ai+2, . . ., äâèãàÿñü âíèç,
çàïèñûâàþò êîýôôèöèåíòû ai−1, ai−2, . . . Ïðè ýòîì, åñëè èíäåêñ ïðåâûøàåò
n èëè ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò
ïðèíèìàþò ðàâíûì íóëþ.

Ãëàâíûå ìèíîðû îïðåäåëèòåëÿ ∆n

∆1 = a1 , ∆2 =

(
a1 a3
a0 a2

)
, ∆3 =




a1 a3 a5
a0 a2 a4
0 a1 a3


 ,

âêëþ÷àÿ ñàì îïðåäåëèòåëü ∆n, íàçûâàþò îïðåäåëèòåëÿìè Ãóðâèöà.
Êðèòåðèé Ãóðâèöà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà áûëà óñòîé÷èâà, íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëè Ãóðâèöà, ñîñòàâëåííûå èç êî-
ýôôèöèåíòîâ åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïðè a0 > 0 áûëè áîëüøå
íóëÿ:

a0 > 0, ∆1 > 0, ∆2 > 0, . . . , ∆n > 0.

Åñëè íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè âûïîëíÿåòñÿ, òî îêàçûâàåòñÿ,
÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü âñå îïðåäå-
ëèòåëè Ãóðâèöà.

Êðèòåðèé Ëüåíàðà-Øèïàðà. Ïðè âûïîëíåíèè íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè (a0 > 0, a1 > 0, . . . , an > 0) äëÿ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû
óïðàâëåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå åå îïðåäåëèòåëè Ãóðâèöà
ñ ÷åòíûìè èíäåêñàìè èëè âñå åå îïðåäåëèòåëè Ãóðâèöà ñ íå÷åòíûìè èí-
äåêñàìè áûëè ïîëîæèòåëüíûìè:

∆2 > 0, ∆4 > 0, . . . (23)
èëè

∆3 > 0, ∆5 > 0, . . . (24)
Äëÿ óìåíüøåíèÿ âû÷èñëåíèé öåëåñîîáðàçíî ïðè íå÷åòíîì n èñïîëüçî-

âàòü óñëîâèå (23), à ïðè ÷åòíîì n - óñëîâèå (24).
Ïðèìåð. Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû

W (p) =
k

p3 + 0, 5p2 + 4p + 1
,
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ãäå k = 0, 5; 2. Èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ðàçîìêíóòîé è çàìêíóòîé ñèñòåì.
Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû èìååò âèä

Q(λ) = λ3 + 0, 5λ2 + 4λ + 1.

Âñå êîýôôèöèåíòû áîëüøå íóëÿ è îïðåäåëèòåëü ∆2=0, 5 · 4 − 1 · 1 = 1 > 0.
Ïîýòîìó ðàçîìêíóòàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì çàìêíóòîé ñèñòåìû
Q(λ) = λ3 + 0, 5λ2 + 4λ + 1 + k.

Âñå êîýôôèöèåíòû ýòîãî ïîëèíîìà ïðè îáîèõ çíà÷åíèÿõ k ïîëîæèòåëüíû.
Îïðåäåëèòåëü ∆2 ïðè k = 0, 5 ðàâåí

∆2 = 0, 5 · 4− 1 · 1, 5 = 0, 5 > 0,

à ïðè k = 2
∆2 = 0, 5 · 4− 1 · 3 = −1 < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ïðè k = 0, 5 óñòîé÷èâà, à ïðè k = 2
íåóñòîé÷èâà.

3.3. ×àñòîòíûå êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè
×àñòîòíûìè êðèòåðèÿìè óñòîé÷èâîñòè íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿ óñòîé÷è-

âîñòè, îñíîâàííûå íà ïîñòðîåíèè ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê è òàê íàçûâàåìîé
êðèâîé Ìèõàéëîâà.

Âûðàæåíèå
Q(jω) = a0(jω)n + a1(jω)n−1 + . . . + an,

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå λ = jω â õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëè-
íîì, íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðîì; ïåðåìåííàÿ ω íàçûâàåòñÿ
÷àñòîòîé.

Ïðèíöèï àðãóìåíòà. Åñëè r íóëåé ïîëèíîìà Q(λ) = a0(λ)n+a1(λ)n−1+
. . . + an ðàñïîëîæåíû â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, à îñòàëüíûå n− r íóëåé - â
ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, òî ïðè èçìåíåíèè ÷àñòîòû ω îò 0 äî ∞ àðãóìåíò
âåêòîðà Q(jω) èçìåíÿåòñÿ íà (n− 2r)π

2 :

∆arg Q(jω) = (n− 2r)
π

2
.

Çäåñü ∆arg Q(jω)- ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà Q(jω) ïðè èçìåíåíèè ÷àñòîòû
ω îò 0 äî ∞.

Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè Ìèõàéëîâà. Ãîäîãðàô õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî âåêòîðà, ò. å. êðèâóþ, êîòîðóþ îïèñûâàåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ïðè
èçìåíåíèè ÷àñòîòû îò 0 äî ∞, íàçûâàþò êðèâîé Ìèõàéëîâà. Ïðè an > 0
êðèâàÿ Ìèõàéëîâà íà÷èíàåòñÿ â ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ïîëóîñè.

Èç ïðèíöèïà àðãóìåíòà ñëåäóåò, ÷òî åñëè âñå íóëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ïîëèíîìà ëåâûå, òî ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðà åñòü
∆ Q(jω) = nπ

2 . Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùèé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè.
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Êðèòåðèé Ìèõàéëîâà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà áûëà óñòîé÷èâà,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè a0 > 0 åå êðèâàÿ Ìèõàéëîâà, íà÷è-
íàÿñü ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ïîëóîñè, îáõîäèëà n êâàäðàíòîâ â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè).

Êðèâûå Ìèõàéëîâà óñòîé÷èâûõ ñèñòåì íå ïåðåñåêàþò íà÷àëî êîîðäèíàò
è óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü â n-ì êâàäðàíòå (ðèñ. 20).

Ðèñ. 20. Êðèâûå Ìèõàéëîâà óñòîé÷èâûõ ñèñòåì

Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè Íàéêâèñòà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãåáðàè-
÷åñêèõ êðèòåðèåâ è êðèòåðèÿ Ìèõàéëîâà áûëî íå âàæíî, óñòîé÷èâîñòü êàêèõ
ñèñòåì - ðàçîìêíóòûõ èëè çàìêíóòûõ - èññëåäóåòñÿ. Êðèòåðèé Íàéêâèñòà èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòûõ ñèñòåì. Îí ïîçâîëÿ-
åò ïî àìïëèòóäíî-ôàçîâîé õàðàêòåðèñòèêå ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû ñóäèòü îá
óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé ñèñòåìû.

Êðèòåðèé Íàéêâèñòà. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ñ îò-
ðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ áûëà óñòîé÷èâà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû àìïëèòóäíî-ôàçîâàÿ ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà (ÀÔ×Õ) ðàçî-
ìêíóòîé ñèñòåìû îõâàòûâàëà òî÷êó (−1, j0) â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëå-
íèè r/2 ðàç, ãäå r - ÷èñëî ïðàâûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû.

Êîãäà ðàçîìêíóòàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà, r = 0, êðèòåðèé Íàéêâèñòà ôîð-
ìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ðàçîìêíóòàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà, òî
äëÿ óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÀÔ×Õ ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû íå îõâàòû-
âàëà òî÷êó (−1, j0).

Ïðèìåð. Èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû, åñëè ïåðåäàòî÷-
íàÿ ôóíêöèÿ ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû åñòü:

a) W (p) =
5

p− 1
; á) W (p) =

10

(p + 1)3 .
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Ðåøåíèå. ×àñòîòíûå ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
a)

W (jω) =
5

jω − 1
=

5(−jω − 1)

1 + ω2 = U(ω) + jV (ω),

U(ω) = − 5

1 + ω2 , V (ω) = − 5ω

1 + ω2 ;

á)

W (jω) =
10

−jω3 − 3ω2 + 3jω + 1
=

10[1− 3ω2 − j(3ω − ω3)]

(1− 3ω2)2 + (3ω − ω3)2 ,

U(ω) =
10(1− 3ω2)

(1− 3ω2)2 + (3ω − ω3)2 , V (ω) = − 10ω(3− ω2)

(1− 3ω2)2 + (3ω − ω3)2 .

Òàáëèöà 6
W (p) = 5

p−1

ω 0 0 < ω < ∞ ∞
U(ω) -5 <0 0
V (ω) 0 <0 0

Òàáëèöà 7
W (p) = 10

(p+1)3

ω 0 0 < ω < 1√
3

1√
3

1√
3

< ω <
√

3
√

3 ω >
√

3 ∞
U(ω) 10 >0 0 <0 -1.25 <0 0
V (ω) 0 <0 -6.6 <0 0 >0 0

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ÀÔ×Õ ìîæíî äîñòàòî÷íî òî÷íî ïîñòðî-
èòü, îïðåäåëèâ òîëüêî òî÷êè åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò. Íåîáõîäèìûå
ðàñ÷åòíûå äàííûå ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 6 è 7. Íà îñíîâå ýòèõ äàííûõ ïîñòðî-
åíà ÀÔ×Õ (ðèñ. 21). Â ñëó÷àå à) õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ðàçîìêíóòîé
ñèñòåìû èìååò îäèí ïðàâûé íóëü è ÀÔ×Õ 1/2 ðàç îõâàòûâàåò òî÷êó (−1, j0) â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (âåêòîð ÀÂ îïèñûâàåò óãîë π). Ñëåäîâàòåëüíî,
â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî êðèòåðèþ Íàéêâèñòà çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà.

Â ñëó÷àå á) ðàçîìêíóòàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà, à åå ÀÔ×Õ îõâàòûâàåò òî÷-
êó (−1, j0). Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå çàìêíóòàÿ ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà.

Ñëó÷àé íàëè÷èÿ íóëåâûõ êîðíåé. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû èìååò íóëåâûå êîðíè, ò.å. åå ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

W (p) =
k

pυ
W0(p),
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Ðèñ. 21. ÀÔ×Õ ðàçîìêíóòûõ ñèñòåì: à) - ãîäîãðàô W (jω) = 5
jω−1 ; á) - ãîäî-

ãðàô W (jω) = 10
(jω+1)3

Ðèñ. 22. ÀÔ×Õ ïðè íóëåâûõ ïîëþñàõ

ãäå W0(0) = 1, υ ≥ 1, òî ÀÔ×Õ ïðè ω → 0 óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü (ñì. ðèñ.
22). Â ýòîì ñëó÷àå ÀÔ×Õ äîïîëíÿåòñÿ äóãîé îêðóæíîñòè áåñêîíå÷íî áîëüøî-
ãî ðàäèóñà (íà ðèñ. 22 ïóíêòèðíûå ëèíèè), íà÷èíàþùåéñÿ íà ïîëîæèòåëüíîé
(k > 0) ëèáî îòðèöàòåëüíîé (k < 0) äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè è îïèñûâà-
þùåé óãîë υ(π

2 ) ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé ñèñòåìû
äîïîëíåííàÿ ÀÔ×Õ äîëæíà r/2 ðàç îõâàòûâàòü èëè ïðè r = 0 (ðàçîìêíóòàÿ
ñèñòåìà óñòîé÷èâà) íå îõâàòûâàòü òî÷êó (−1, j0).

Ëîãàðèôìè÷åñêèé ÷àñòîòíûé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè. Â ñëîæ-
íûõ ñëó÷àÿõ è äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî ÷àñòîòíîãî êðèòåðèÿ óñòîé-
÷èâîñòè óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äðóãîé ôîðìóëèðîâêîé êðèòåðèÿ Íàéêâèñòà,
êîòîðóþ ìû ñåé÷àñ è ðàññìîòðèì. Åñëè ÀÔ×Õ îõâàòûâàåò òî÷êó (−1, j0),
òî îíà ïåðåñåêàåò èíòåðâàë (−∞,−1) âåùåñòâåííîé îñè. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
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Ðèñ. 23. Ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ïåðåõîäû: à � ÀÔ×Õ; á � ËÀ×Õ è
ËÔ×Õ

ÀÔ×Õ ñ óêàçàííûì îòðåçêîì íàçûâàþò ïîëîæèòåëüíûì ïåðåõîäîì, åñëè ïå-
ðåñå÷åíèå ïðîèñõîäèò ïðè âîçðàñòàíèè ÷àñòîòû ñâåðõó âíèç (ò.å. â ïîëîæè-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè), è îòðèöàòåëüíûì ïåðåõîäîì, åñëè ïåðåñå÷åíèå ïðî-
èñõîäèò ñíèçó ââåðõ (ðèñ. 23, à). Åñëè ÀÔ×Õ íà÷èíàåòñÿ èëè êîí÷àåòñÿ íà
èíòåðâàëå (−∞,−1), òî ãîâîðÿò î 1/2 - ïåðåõîäå (ñì. ðèñ. 21, à).

Êðèòåðèé Íàéêâèñòà. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óïðàâ-
ëåíèÿ áûëà óñòîé÷èâà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàçíîñòü ìåæäó
ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè ïåðåõîäàìè áûëà ðàâíà r/2 (r � ÷èñ-
ëî ïðàâûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû).

Ïðè ïåðåñå÷åíèè ÀÔ×Õ èíòåðâàëà (−∞,−1) (ðèñ. 23, á) àìïëèòóäíàÿ
÷àñòîòíàÿ ôóíêöèÿ A(ω) > 1 è ñîîòâåòñòâåííî L(ω) > 0, ôàçîâàÿ ÷àñòîòíàÿ
ôóíêöèÿ ϕ(ω) = ±(2k + 1)π (k = 0, 1, 2, ...). Ïîýòîìó íà ëîãàðèôìè÷åñêèõ
÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ (Ë×Õ) ïîëîæèòåëüíûì ïåðåõîäàì ñîîòâåòñòâó-
þò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôàçîâîé ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè
(ËÔ×Õ) ïðÿìîé ϕ(ω) = ±(2k + 1)π (k = 0, 1, 2, ...) ñíèçó ââåðõ (â ñòîðîíó
âîçðàñòàíèÿ ) ϕ(ω), îòðèöàòåëüíûì ïåðåõîäàì � ñâåðõó âíèç ïðè ÷àñòîòàõ,
êîãäà L(ω) > 0 (ðèñ. 23, á). Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè êðèòåðèÿ Íàéêâèñòà ïî-
ëó÷àåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè.

Ëîãàðèôìè÷åñêèé ÷àñòîòíûé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ òî-
ãî ÷òîáû çàìêíóòàÿ ñèñòåìà áûëà óñòîé÷èâà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ðàçíîñòü ìåæäó ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè ïåðåõîäà-
ìè ËÔ×Õ ïðÿìîé ϕ(ω) = ±(2k + 1)π (k = 0, 1, 2, ...) ïðè ÷àñòîòàõ, êî-
ãäà L(ω) > 0 (ëîãàðèôìè÷åñêàÿ àìïëèòóäíàÿ ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà
ïîëîæèòåëüíà), áûëà ðàâíà r/2 (r � ÷èñëî ïðàâûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû).

Óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì ñ ÷èñòûì çàïàçäûâàíèåì. Ñèñòåìû óïðàâ-
ëåíèÿ ïðîêàòíûì ñòàíîì, ðàçëè÷íûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, ñîäåðæàùèå ëåí-
òî÷íûå êîíâåéåðû, îáëàäàþò ÷èñòûì (èëè òðàíñïîðòíûì) çàïàçäûâàíèåì.
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Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ â èçîáðàæåíèÿõ Ëàïëàñà çâåíà ÷èñòîãî çàïàçäûâà-
íèÿ, êàê îòìå÷àëîñü, èìååò âèä:

W (p) = ke−τp.

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ, ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàçî-
ìêíóòîé ñèñòåìû êîòîðîé èìååò âèä:

Wτ(p) = W (p)e−τp , W (p) =
R(p)

S(p)
, (25)

ãäå R(p), S(p) - ïîëèíîìû ñòåïåíè m è n ñîîòâåòñòâåííî (m ≤ n). Äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè òàêîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí êðèòåðèé
Íàéêâèñòà, ôîðìóëèðîâêà êîòîðîãî ïðàêòè÷åñêè îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû çàìêíóòàÿ ñèñòåìà, ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîé â
ðàçîìêíóòîì ñîñòîÿíèè èìååò âèä (25), áûëà óñòîé÷èâà, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû ÀÔ×Õ ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû îõâàòûâàëà òî÷êó (−1, j0)
â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè r/2 ðàç, ãäå r - ÷èñëî ïðàâûõ íóëåé õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû S(p).

Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà áåç çâåíà ÷èñòîãî çàïàçäûâàíèÿ (ïðè τ = 0) ìîæåò
áûòü óñòîé÷èâîé, à ñ âîçíèêíîâåíèåì òðàíñïîðòíîãî çàïàçäûâàíèÿ ìîæåò
ñòàòü íåóñòîé÷èâîé. Â ýòîì ñëó÷àå ñ ðîñòîì çàïàçäûâàíèÿ τ ÀÔ×Õ áóäåò
ïðèáëèæàòüñÿ ê òî÷êå (−1, j0), è ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè çàïàçäûâàíèÿ τk

îíà ïåðåñå÷åò ýòó òî÷êó è îêàæåòñÿ íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè. Çíà÷åíèå τk

íàçûâàþò êðèòè÷åñêèì. Ðàññìîòðèì, êàê ìîæíî îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêîå çà-
ïàçäûâàíèå.

×àñòîòíàÿ ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ, àìïëèòóäíàÿ è ôàçîâàÿ ÷àñòîòíûå
ôóíêöèè ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû èìåþò âèä:

Wτ(jω) = W (jω) exp−jτω , W (jω) =
R(jω)

S(jω)
,

|Wτ(jω)| = |W (jω)| , ϕτ = ϕ(ω)− τω,

ãäå ϕτ(ω) = argWτ(jω) , ϕ(ω) = argW (jω). Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïîÿâëåíèå
òðàíñïîðòíîãî çàïàçäûâàíèÿ íå ìåíÿåò ìîäóëü, à òîëüêî âíîñèò äîïîëíè-
òåëüíûé îòðèöàòåëüíûé ôàçîâûé ñäâèã - ωτ , ÷òî ïðèâîäèò ê çàêðó÷èâàíèþ
ÀÔ×Õ (ðèñ. 24).

Êðèòè÷åñêîå çàïàçäûâàíèå íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ:

|W (jω)| = 1 , ϕ(ω)− τkω = −π.

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì êðèòè÷åñêîå çàïàçäûâàíèå è ÷àñòîòó ωk, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé ÷àñòîòîé.
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Ðèñ. 24. ÀÔ×Õ ñèñòåìû ñ ÷èñòûì çàïàçäûâàíèåì

3.4. Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè
Ïðè çàäàííîé ñòðóêòóðå êàêèå-ëèáî ïàðàìåòðû ìîãóò áûòü íåôèêñèðî-

âàííûìè, ò.å. èõ ìîæíî èçìåíÿòü. Òàêèå ïàðàìåòðû íàçûâàþò âàðüèðóåìû-
ìè. Ïðè íàëè÷èè âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ âîçíèêàåò ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ
îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè.

Îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ íàçûâàþò ìíîæå-
ñòâî âñåõ çíà÷åíèé âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óñòîé÷è-
âà.

Åñëè ñóùåñòâóåò îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, ò.å.
ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ñèñòå-
ìà óñòîé÷èâà, òî îíà íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîé èëè ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâîé îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå, ò.å. åñëè íåò òàêèõ çíà÷åíèé âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ
ñèñòåìà óñòîé÷èâà, îíà íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâîé èëè ñòðóê-
òóðíî íåóñòîé÷èâîé îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ.

Ìåòîä D-ðàçáèåíèÿ. Åñëè èìåþòñÿ âàðüèðóåìûå ïàðàìåòðû, òî êîðíè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ çàâèñÿò îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ, è ïðîñòðàíñòâî
ïàðàìåòðîâ ìîæíî ðàçáèòü íà îáëàñòè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò ôèêñèðîâàí-
íîå êîëè÷åñòâî ëåâûõ êîðíåé. Îáëàñòü, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò k ëåâûõ êîð-
íåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, îáîçíà÷èì D(k). Â îáùåì ñëó÷àå âñå
ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ ìîæíî ðàçáèòü íà îáëàñòè D(0), D(1), . . . , D(n).
Îáëàñòü D(n) ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè, òàê êàê ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðîâ èç ýòîé îáëàñòè n êîðíåé (ò.å. âñå êîðíè) ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè.

Ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ íà âñå âîçìîæíûå îáëàñòè D(k) íà-
çûâàåòñÿ D-ðàçáèåíèåì. Êðèâàÿ, ðàçäåëÿþùàÿ îáëàñòè D(k) ñ ðàçëè÷íûìè
èíäåêñàìè k, íàçûâàåòñÿ êðèâîé D-ðàçáèåíèÿ. Òàê êàê âî âðåìÿ äâèæåíèÿ â
ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ïðè ïåðåñå÷åíèè êðèâîé D-ðàçáèåíèÿ ïðîèñõîäèò
ïåðåõîä èç îáëàñòè D(k′) ñ ÷èñëîì ëåâûõ êîðíåé k = k′ â îáëàñòü D(k′′) ñ
÷èñëîì ëåâûõ êîðíåé k = k′′, òî ÷àñòü ëåâûõ êîðíåé ñòàíîâÿòñÿ ïðàâûìè
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(k′ > k′′) èëè ÷àñòü ïðàâûõ êîðíåé ñòàíîâÿòñÿ ëåâûìè (k′ < k′′). Íî òàê êàê
ïåðåõîä êîðíåé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè èç îäíîé ïîëóïëîñêîñòè â äðóãóþ
ïðîèñõîäèò òîëüêî ÷åðåç ìíèìóþ îñü (âêëþ÷àþùóþ è áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ
òî÷êó), òî óðàâíåíèå êðèâîé D-ðàçáèåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ Q(λ) = 0 ïðè ïîäñòàíîâêå â íåãî λ = jω:

Q(jω) = 0.

Ìåòîä D-ðàçáèåíèÿ . Ìåòîäîì D-ðàçáèåíèÿ íàçûâàåòñÿ ìåòîä âûäå-
ëåíèÿ îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, îñíîâàííûé íà D-ðàçáèåíèè, è îí âêëþ÷àåò ñëå-
äóþùèå òðè îïåðàöèè:

1) D-ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ;
2) îïðåäåëåíèå ñðåäè îáëàñòåé D(k) îáëàñòè, èìåþùåé íàèáîëüøèé èí-

äåêñ. Ýòà îáëàñòü íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ-ïðåòåíäåíòîì, òàê êàê òîëüêî ýòà
îáëàñòü ìîæåò áûòü îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè;

3) ïðîâåðêà, ÿâëÿåòñÿ ëè îáëàñòü-ïðåòåíäåíò îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè.
Äëÿ ýòîãî ôèêñèðóåòñÿ êàêàÿ-ëèáî òî÷êà âíóòðè îáëàñòè-ïðåòåíäåíòà è ïðè
çíà÷åíèè âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôèêñèðîâàííîé òî÷êå,
ïðîâåðÿåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû. Åñëè ñèñòåìà óñòîé÷èâà, îáëàñòü-
ïðåòåíäåíò ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè.

Âûäåëåíèå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè íà ïëîñêîñòè îäíîãî ïàðà-
ìåòðà . Ïàðàìåòðû ñèñòåìû ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêî äåéñòâèòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ, è ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ â ñëó÷àå îäíîãî âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ, à îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè - èíòåðâàë. Ïðè âûäå-
ëåíèè èíòåðâàëà óñòîé÷èâîñòè ìåòîäîì D-ðàçáèåíèÿ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïàðà-
ìåòð ïðèíèìàåò êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ, ñíà÷àëà íàõîäÿò îáëàñòü óñòîé÷èâî-
ñòè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Çàòåì, âûäåëÿÿ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, íàõîäÿò
èíòåðâàë óñòîé÷èâîñòè.

Ïóñòü âàðüèðóåìûé ïàðàìåòð µ âõîäèò ëèíåéíî â õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå Q(λ) = S(λ) + µR(λ) = 0 (S(λ), R(λ) - ïîëèíîìû îò λ). Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ êðèâîé D-ðàçáèåíèÿ ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó λ = jω è
ðàçðåøèì åãî îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà µ, îáîçíà÷èâ åãî, êîãäà îí ïðèíèìàåò
êîìïëåêñíîå çíà÷åíèå, ÷åðåç µ̃ (µ̃ = µ + jµ′):

µ̃ =
−S(jω)

R(jω)
= u(ω) + jv(ω),

èëè
µ = u(ω) , µ′ = v(ω).

Çäåñü u(ω) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, a v(ω) íå÷åòíîé ôóíêöèåé îò ω. Ïîýòîìó
äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèâîé D-ðàçáèåíèÿ, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ïðè èçìåíåíèè ω îò
−∞ äî ∞, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü êðèâóþ D-ðàçáèåíèÿ ïðè èçìåíåíèè ω îò
0 äî ∞, à çàòåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé îòðèöàòåëüíûì ω,
çåðêàëüíî îòîáðàçèòü åå îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè.
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Ðèñ. 25. Âûäåëåíèå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè íà ïëîñêîñòè îäíîãî ïàðàìåòðà

Äëÿ âûäåëåíèÿ îáëàñòè-ïðåòåíäåíòà êðèâóþ D-ðàçáèåíèÿ øòðèõóþò ñëå-
âà ïðè äâèæåíèè ïî íåé â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ ω (ñì. ðèñ. 25). Ïðè ïåðåñå-
÷åíèè êðèâîé ñî ñòîðîíû øòðèõîâêè îäèí ëåâûé êîðåíü ñòàíîâèòñÿ ïðàâûì,
à ïðè ïåðåñå÷åíèè ñ îáðàòíîé ñòîðîíû îäèí ïðàâûé êîðåíü ñòàíîâèòñÿ ëå-
âûì. Ïîýòîìó åñëè, íàïðèìåð, îáëàñòü 1 (ñì. ðèñ. 25) ïðèíÿòü çà îáëàñòü
D(r), òî îáëàñòü 2 áóäåò îáëàñòüþ D(r + 1) è îáëàñòü 3 - îáëàñòüþ D(r− 1).
Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòüþ-ïðåòåíäåíòîì áóäåò îáëàñòü 2.

56



4. ÊÀ×ÅÑÒÂÎ ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
Ïîìèìî òðåáîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè, ê ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ ïðåäúÿâëÿþòñÿ

îïðåäåëåííûå òðåáîâàíèÿ ïî åå êà÷åñòâó. Ïîä êà÷åñòâîì ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ
ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òðåáîâàíèé, êîòîðûå ïðÿìî èëè êîñâåííî õàðàêòå-
ðèçóþò òî÷íîñòü åå ðàáîòû.

Íàèáîëåå ïîëíîé õàðàêòåðèñòèêîé êà÷åñòâà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ îøèáêà (ñì. ðèñ. 26)

e(t) = g(t)− y(t).

Ðèñ. 26. Ñõåìà ïðèëîæåíèÿ âîçìóùåíèÿ

Òàê êàê y(t) = Wyg(s)g(t)+Wyf(s)f(t), ãäå Wyg(s) è Wyf(s) � ïåðåäàòî÷-
íûå ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî âûõîäà y è âõîäîâ g è f ñîîòâåòñòâåííî, òî

e(t) = g(t)− y(t) = Weg(s)g(t)−Wyf(s)f(t). (26)
Çäåñü Weg(s) = 1−Wyg(s)�ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ îòíîñèòåëüíî âûõîäà e

è âõîäà g, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé îøèáêè ïî çàäàþùåìó
âîçäåéñòâèþ.

Èñïîëüçóÿ ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ Wef(s) îòíîñèòåëüíî âûõîäà e è âõî-
äà f , íàçûâàåìóþ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé îøèáêè ïî âîçìóùåíèþ, ôîðìóëó
(26) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

e(t) = Weg(s)g(t) + Wef(s)f(t).

Äàííàÿ ôîðìóëà îïðåäåëÿåò îøèáêó òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âîçìó-
ùåíèå f ïðèëîæåíî íå íà âõîäå ñðàâíèâàþùåãî óñòðîéñòâà. Òîëüêî â ýòîì
ñëó÷àå Wef(s) = −Wyf(s). Åñëè âîçìóùåíèå ïðèëîæåíî íà âõîäå ñðàâíèâàþ-
ùåãî óñòðîéñòâà, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ îøèáêè íóæíî ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé
(26). Èç âûøåïðèâåäåííûõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî îøèáêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ñóììû

e(t) = eg(t) + ef(t),

ãäå
eg(t) = Weg(s)g(t), ef(t) = Wef(s)f(t),
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èëè, åñëè âîçìóùåíèå ïðèëîæåíî íà âõîäå ñðàâíèâàþùåãî óñòðîéñòâà,

ef(t) = −Wyf(s)f(t).

Ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ eg(t) íàçûâàåòñÿ îøèáêîé îò çàäàþùåãî âîçäåé-
ñòâèÿ, âòîðàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ � îøèáêîé îò âîçìóùåíèÿ. Åñëè íà ñèñòåìó
äåéñòâóåò íåñêîëüêî âîçìóùåíèé, òî îøèáêà îò âîçìóùåíèé áóäåò ðàâíà ñóì-
ìå îøèáîê îò êàæäîãî âîçìóùåíèÿ.

Îøèáêà e(t), ÿâëÿÿñü ôóíêöèåé îò âðåìåíè, íå î÷åíü óäîáíà äëÿ îöåíêè
êà÷åñòâà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå ïðè îöåíêå êà÷åñòâà ÷àùå
èñïîëüçóþò ÷èñëîâûå ïîêàçàòåëè, êîòîðûå ïðÿìî èëè êîñâåííî õàðàêòåðèçó-
þò òî÷íîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ çàäàííîãî äâèæåíèÿ.

Ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà äåëÿòñÿ íà ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà â ïåðåõîäíîì ðå-
æèìå è ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå.

Î êà÷åñòâå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ èìååò ñìûñë ãîâîðèòü, åñëè îíà óñòîé-
÷èâà. Ïîýòîìó ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà îïðåäåëÿþò ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñè-
ñòåìà óñòîé÷èâà.

Îøèáêà e(t) çàâèñèò êàê îò ñâîéñòâà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ (ò. å. îò óðàâ-
íåíèÿ), òàê è îò âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà êàê õàðàêòåðèñòèêè ñâîéñòâà ñè-
ñòåìû îïðåäåëÿþò ïðè îïðåäåëåííûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ, íàçûâàåìûõ
òèïîâûìè. Ïðè îöåíêå êà÷åñòâà â ïåðåõîäíîì ðåæèìå â êà÷åñòâå òèïîâî-
ãî âîçäåéñòâèÿ èñïîëüçóþò ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ A · 1(t) (À � êîíñòàí-
òà), à ïðè îöåíêå êà÷åñòâà â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå � ïîëèíîìû âðåìåíè
t : At,At2, . . .

4.1. Ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà â ïåðåõîäíîì ðåæèìå
Ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà â ïåðåõîäíîì ðåæèìå äåëÿòñÿ íà ïðÿìûå è êîñâåí-

íûå ïîêàçàòåëè. Ïîñëåäíèå äåëÿòñÿ íà êîðíåâûå, ÷àñòîòíûå è èíòåãðàëüíûå.
Ïðÿìûå ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà. Ïðè îïðåäåëåíèè ïîêàçàòåëåé êà÷å-

ñòâà â ïåðåõîäíîì ðåæèìå â êà÷åñòâå òèïîâîãî âîçäåéñòâèÿ èñïîëüçóåòñÿ
ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå A1(t). Õàðàêòåð ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà íå çàâèñèò
îò âåëè÷èíû À. Ðåàêöèÿ ñèñòåìû y(t) íà âõîäíîå âîçäåéñòâèå A1(t) ïðî-
ïîðöèîíàëüíà ïåðåõîäíîé ôóíêöèè h(t), ÿâëÿþùåéñÿ ðåàêöèåé ñèñòåìû íà
åäèíè÷íîå ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå 1(t) : y(t) = Ah(t). Ïîýòîìó îáû÷íî ïðè-
íèìàþò A = 1.

Ïðè ñòóïåí÷àòîì âîçäåéñòâèè îøèáêà

e(t) = 1(t)− h(t)

îòëè÷àåòñÿ îò ïåðåõîäíîé ôóíêöèè íà ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó. Ïîýòîìó ïðè
îöåíêå êà÷åñòâà â ïåðåõîäíîì ðåæèìå âìåñòî îøèáêè òàêæå èñïîëüçóþò ïå-
ðåõîäíóþ ôóíêöèþ.
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Ïðÿìûìè ïîêàçàòåëÿìè êà÷åñòâà íàçûâàþòñÿ ïîêàçàòåëè, êîòîðûå ïî-
ëó÷àþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêå. Èç ïðÿìûõ ïîêà-
çàòåëåé êà÷åñòâà íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþò âðåìÿ ðåãóëèðîâàíèÿ è ïåðåðå-
ãóëèðîâàíèå.

Âðåìåíåì ðåãóëèðîâàíèÿ (èëè äëèòåëüíîñòüþ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà) tp
íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, ïî èñòå÷åíèè êîòîðîãî (ñ ìîìåíòà ïîäà÷è
ñòóïåí÷àòîãî âîçäåéñòâèÿ) îòêëîíåíèå âûõîäíîé âåëè÷èíû îò óñòàíîâèâøå-
ãîñÿ çíà÷åíèÿ h(∞) íå ïðåâûøàåò íåêîòîðîé çàäàííîé âåëè÷èíû 4:

tp = min
Tp

{Tp : |h(t)− h(∞)| ≤ 4, t ≥ Tp}.

Îáû÷íî ïðèíèìàþò 4 = (0.05÷ 0, 1)h(∞). Âðåìÿ ðåãóëèðîâàíèÿ õàðàêòåðè-
çóåò áûñòðîäåéñòâèå ñèñòåìû.

Ðèñ. 27. Ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà

Ïåðåðåãóëèðîâàíèå îáîçíà÷àþò ÷åðåç σ è îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

σ =
hm − h(∞)

h(∞)
100%,

ãäå hm � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðåõîäíîé ôóíêöèè.
Èíà÷å ãîâîðÿ, ïåðåðåãóëèðîâàíèåì íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå îòêëîíå-

íèå ïåðåõîäíîé ôóíêöèè îò óñòàíîâèâøåãîñÿ çíà÷åíèÿ h(∞), âûðàæåííîå â
ïðîöåíòàõ ïî îòíîøåíèþ ê h(∞).

Äîïóñòèìîå ïåðåðåãóëèðîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíûìè óñëîâèÿìè
ðàáîòû è íàçíà÷åíèåì ÑÀÓ. Äëÿ ñèñòåì, ðàáîòàþùèõ ïðè çàäàþùèõ âîçäåé-
ñòâèÿõ, îáû÷íî äîïóñêàþò σ = 18...25%. Äëÿ ñèñòåì ïîääåðæàíèÿ çàäàííîãî
çíà÷åíèÿ ðåãóëèðóåìîé âåëè÷èíû, ðàáîòàþùèõ ïðè âîçìóùàþùèõ âîçäåé-
ñòâèÿõ, çíà÷åíèÿ σ ìîãóò äîñòèãàòü ãîðàçäî áîëüøèõ âåëè÷èí.
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Êîëåáàòåëüíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ îáû÷íî ÷èñëîì êîëåáàíèé ïåðåõîä-
íîé õàðàêòåðèñòèêè çà âðåìÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. Â çàâèñèìîñòè îò õà-
ðàêòåðà çàòóõàíèÿ ðàçëè÷àþò ñëåäóþùèå òèïû ïåðåõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê:
ìîíîòîííàÿ (íåò íè îäíîãî êîëåáàíèÿ); àïåðèîäè÷åñêàÿ (íå áîëåå îäíîãî êî-
ëåáàíèÿ); êîëåáàòåëüíàÿ (íåñêîëüêî êîëåáàíèé).

Èíîãäà òàêæå ðàññìàòðèâàþò âðåìÿ íàðàñòàíèÿ tn � âðåìÿ ïåðâîãî äî-
ñòèæåíèÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ çíà÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 27).

Êîñâåííûå ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà. Èñ÷åðïûâàþùåå ïðåäñòàâëåíèå î
êà÷åñòâå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà äàåò, åñòåñòâåííî, ñàìà êðèâàÿ ïðîöåññà. Îä-
íàêî ïðè ðàçðàáîòêå ÑÀÓ íåîáõîäèìî èìåòü âîçìîæíîñòü ñóäèòü îá îñíîâ-
íûõ ïîêàçàòåëÿõ êà÷åñòâà ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà áåç ïîñòðîåíèÿ èõ êðèâûõ,
ïî êàêèì-ëèáî êîñâåííûì ïðèçíàêàì, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ áîëåå ïðîñòî è,
êðîìå òîãî, ïîçâîëÿþò ñâÿçàòü ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà íåïîñðåäñòâåííî ñî çíà-
÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ ÑÀÓ.

Êîðíåâûå ïîêàçàòåëè. Â êà÷åñòâå êîðíåâûõ ïîêàçàòåëåé èñïîëüçóþò
ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè è ñòåïåíü êîëåáàòåëüíîñòè.

Ñòåïåíüþ óñòîé÷èâîñòè η ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ (èëè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî ïîëèíîìà) íàçûâàþò ðàññòîÿíèå îò ìíèìîé îñè äî áëèæàéøåãî êîðíÿ
åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (ðèñ. 28, à):

η = min
ν
|Reλν|.

Ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè õàðàêòåðèçóåò áûñòðîäåéñòâèå ñèñòåìû. Ýòî ñâÿ-
çàíî ñ òåì, ÷òî áûñòðîòà çàòóõàíèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ âå-
ùåñòâåííîé ÷àñòüþ êîðíÿ, íàèáîëåå áëèçêî ðàñïîëîæåííîãî ê ìíèìîé îñè.

Ðèñ. 28. Êîðíåâûå ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà: à) ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè; á) ñòåïåíü
êîëåáàòåëüíîñòè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕν óãîë, îáðàçîâàííûé îòðèöàòåëüíîé âåùåñòâåííîé
ïîëóîñüþ è ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé èç íà÷àëà êîîðäèíàò ê ν-ìó êîðíþ (ðèñ.28,á).
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Òîãäà ñòåïåíü êîëåáàòåëüíîñòè ñèñòåìû (èëè åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïî-
ëèíîìà) ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µ = max
ν

tgϕν = tgϕmax.

Ñòåïåíü êîëåáàòåëüíîñòè êîñâåííî õàðàêòåðèçóåò êîëåáàòåëüíîñòü ñè-
ñòåìû. Ïðè îäèíàêîâîé ñòåïåíè óñòîé÷èâîñòè ÷èñëî êîëåáàíèé çà âðåìÿ ðå-
ãóëèðîâàíèÿ áóäåò áîëüøå ó òîé ñèñòåìû, ó êîòîðîé áîëüøå ñòåïåíü êîëåáà-
òåëüíîñòè.

Ïðè èññëåäîâàíèè ñòåïåíè óñòîé÷èâîñòè óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäó-
þùèì ïðåîáðàçîâàíèåì. Èñõîäíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì

Q(λ) = a0λ
n + a1λ

n−1 + . . . + an

ïðåîáðàçóåì, ñäåëàâ ïîäñòàíîâêó λ = q − c. Òîãäà ïîëó÷èì

Q̃(q) = Q(λ)|λ=q−c = ã0q
n + ã1q

n−1 + . . . + ãn,

ãäå

ãk =
1

(n− k)!

∂n−kQ(λ)

∂λn−k

∣∣∣∣
λ=−c

.

Ïðåîáðàçîâàíèå λ = q − c ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó ìíèìîé îñè âëåâî íà c, è
ïðåîáðàçîâàííûé ïîëèíîì Q̃(q) áóäåò óñòîé÷èâûì ïîëèíîìîì, åñëè c < η (η -
ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè èñõîäíîãî ïîëèíîìà), è íåóñòîé÷èâûì ïîëèíîìîì, åñëè
c > η. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå ñòåïåíè óñòîé÷èâîñòè ïîëèíîìà Q(λ) ñâîäèòñÿ
ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ïðåîáðàçîâàííîãî ïîëèíîìà Q̃(q).

×àñòîòíûå ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà. Â êà÷åñòâå ÷àñòîòíûõ ïîêàçàòåëåé
êà÷åñòâà èñïîëüçóþò ðåçîíàíñíûé ïèê, ïîëîñó ïðîïóñêàíèÿ, çàïàñ óñòîé÷è-
âîñòè ïî ôàçå è çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ïî àìïëèòóäå.

Ðèñ. 29. Àìïëèòóäíàÿ ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà
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Ðåçîíàíñíûé ïèê è ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî àìïëèòóäíîé
÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêå (ðèñ. 29). Ðåçîíàíñíûì ïèêîì èëè ïîêàçàòåëåì
êîëåáàòåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ Am ê íà-
÷àëüíîìó çíà÷åíèþ A(0): M = Am

A(0) .
Â áîëüøèíñòâå ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ÷èòàåòñÿ æåëàòåëüíûì, ÷òîáû ðåçî-

íàíñíûé ïèê íàõîäèëñÿ â ïðåäåëàõ îò 1, 1 äî 1, 5.
×àñòîòà ωp, ïðè êîòîðîé A(ω) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ (Am =

A(ωp)), íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòîé.
Ïîëîñîé ïðîïóñêàíèÿ íàçûâàþò äèàïàçîí ÷àñòîò (0; ωï), ãäå ωï � ÷àñòî-

òà, ïðè êîòîðîé A(ωï) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, 707A(0).
Çàïàñû óñòîé÷èâîñòè ïî ôàçå è àìïëèòóäå õàðàêòåðèçóþò áëèçîñòü

ñèñòåìû ê ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè è îïðåäåëÿþòñÿ ïî àìïëèòóäíî-ôàçîâîé ÷à-
ñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêå (ÀÔ×Õ) è ëîãàðèôìè÷åñêèì ÷àñòîòíûì õàðàêòåðè-
ñòèêàì (Ë×Õ) ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû.

Ïî ÀÔ×Õ çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ïî àìïëèòóäå Ly è çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ïî
ôàçå ϕy îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ÀÔ×Õ ïåðåñåêàåò îêðóæ-
íîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ïðè ÷àñòîòå ωc, à îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ
ïîëóîñü ïðè ÷àñòîòå ωπ (ðèñ. 30, à).

Ðèñ. 30. ×àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû: à � ÀÔ×Õ; á �
ËÀ×Õ è ËÔ×Õ

Çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ïî àìïëèòóäå Ly = 20lg 1
Uπ

(Uπ = |U(ωπ)|) è çaïàñ
óñòîé÷èâîñòè ïî ôàçå ϕy = π + ϕ(ωc). Îïðåäåëåíèå çàïàñîâ óñòîé÷èâîñòè ïî
Ë×Õ ïîêàçàíî íà ðèñ. 30, á.
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Èíòåãðàëüíûå ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà. Øèðîêîå ïðèìåíåíèå íà ïðàê-
òèêå ïîëó÷èëè èíòåãðàëüíûå ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà. Îøèáêó ñèñòåìû ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû:

e(t) = en(t) + e∞,

ãäå en(t) � ïåðåõîäíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îøèáêè, e∞ � óñòàíîâèâøàÿñÿ îøèáêà.
Â êà÷åñòâå èíòåãðàëüíûõ îöåíîê íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþò èíòåãðàëü-

íóþ êâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó:

I20 =

∞∫

0

e2
n(t)dt,

(êîòîðóþ òàêæå íàçûâàþò èíòåãðàëüíîé êâàäðàòè÷åñêîé îöåíêîé) è îáîá-
ùåííûå èíòåãðàëüíûå êâàäðàòè÷åñêèå îöåíêè:

I2k =

∞∫

0

[e2
n(t) + τ 2

1 ė2
n(t) + . . . + τ 2

ke(k)
n

2
(t)]dt, k = 1, 2, . . . , m,

ãäå τi (i = 1, 2, . . . , k) - âåñîâûå êîíñòàíòû.
Ðàññìîòðèì, â ÷åì ñìûñë ýòèõ ïîêàçàòåëåé. Ñäåëàåì ýòî ñíà÷àëà íà ïðè-

ìåðå ïîêàçàòåëÿ I21, ïðåäñòàâèâ åãî â âèäå:

I21 =

∞∫

0

[en(t) + τ ėn(t)]
2dt− 2τ

∞∫

0

en(t)ėn(t)dt.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî en(∞) = 0 è
∞∫

0

en(t)ėn(t)dt =

∞∫

0

en(t)d(en(t)) = −1

2
e2
n(0),

èìååì

I21 =

∞∫

0

[en(t) + τ ėn(t)]
2dt + τe2

n(0).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî I21 äîñòèãàåò ìèíèìóìà, åñëè en(t) óäîâëåòâîðÿåò
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

τ ėn(t) + en(t) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìèçàöèÿ I21 ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëèæåíèþ ïåðåõîäíîé ñî-
ñòàâëÿþùåé îøèáêè ê ðåøåíèþ ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàëüíûé ïîêàçàòåëü I2k äîñòèãàåò
ìèíèìóìà, åñëè en(t) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ :

τke
(k)
n (t) + τk−1e

(k−1)
n (t) + . . . + en(t) = 0.
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Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Åñëè X(p) ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì Ëàïëàñà
ôóíêöèè x(t) è åãî ïîëþñû ðàñïîëîæåíû â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, òî ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:

∞∫

0

x2(t)dt =
1

2π

∞∫

−∞
|X(jω)|2dω.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëüíûõ îöåíîê. Íà îñíîâå ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ èìååì:

I20 =
1

2π

∞∫

−∞
|En(jω)|2dω,

I2k =
1

2π
[

∞∫

−∞
|En(jω)|2dω + τ 2

1

∞∫

−∞
|Ėn(jω)|2dω + . . . + τ 2

k

∞∫

−∞
|E(k)

n (jω)|2dω],

ãäå En(p) = L{en(t)}, Ėn(p) = L{ėn(t)}, . . . , E(k)
n (p) = L{e(k)

n (t)}. Òàê êàê
Ėn(p) = L{ėn(t)} = pEn(p)− en(0),

òî ôîðìóëó äëÿ I21 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå :

I21 =
1

2π
[

∞∫

−∞
|En(jω)|2dω + τ 2

∞∫

−∞
|jωEn(jω)− en(0)|2dω].

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôîðìóëû è äëÿ I2k (k = 2, 3, . . . , m).
Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòå-

ãðàëîâ âèäà:

In =
1

2π

∞∫

−∞

∣∣∣∣
b0(jω)n−1 + b1(jω)n−2 + . . . + bn−1

a0(jω)n + a1(jω)n−1 + . . . + an

∣∣∣∣
2

dω.

Ýòîò èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðèè âû÷åòîâ è äëÿ n = 1, 2, 3 èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

n = 1 : I1 =
b2
0

2a0a1
;

n = 2 : I2 =
b2
0a2 + b2

1a0

2a0a1a2
;

n = 3 : I3 =
b2
0a2a3 + (b2

1 − 2b0b1)a0a3 + b2
2a0a1

2a0a3(a1a2 − a0a3)
.

Èíòåãðàëüíûå êðèòåðèè êà÷åñòâà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòè-
ìàëüíûõ çíà÷åíèé âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ ïî ìèíèìóìó çíà÷åíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé èíòåãðàëüíîé îöåíêè. Íàïðèìåð, ìèíèìèçèðóÿ I21, ìû ñòðåìèìñÿ
ïîëó÷èòü áûñòðûé (ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ) è ïëàâíûé (âòîðàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ)
ïåðåõîäíîé ïðîöåññ.
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4.2. Ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå
Íàèáîëåå ïîëíîé õàðàêòåðèñòèêîé êà÷åñòâà ñèñòåìû â óñòàíîâèâøåìñÿ

ðåæèìå ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâèâøàÿñÿ îøèáêà. Êîãäà âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè, óñòàíîâèâøàÿñÿ îøèáêà êàê âûíóæäåííàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ îøèáêè òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè. Ïîýòîìó â îáùåì ñëó-
÷àå óñòàíîâèâøóþñÿ îøèáêó áóäåì îáîçíà÷àòü eâ(t). Óñòàíîâèâøàÿñÿ îøèáêà
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

eâ(t) = lim
t→∞

e(t).

Åñëè íà ñèñòåìó äåéñòâóþò äâà âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿ � çàäàþùèå âîçäåé-
ñòâèÿ g(t) è âîçìóùåíèÿ f(t), òî óñòàíîâèâøóþñÿ îøèáêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ñóììû:

eâ(t) = eâg(t) + eâf(t),

ãäå eâg(t) è eâf(t)-óñòàíîâèâøèåñÿ îøèáêè îò çàäàþùåãî âîçäåéñòâèÿ g(t) è
âîçìóùåíèÿ f(t) ñîîòâåòñòâåííî.

Êîýôôèöèåíòû îøèáîê. ×èñëîâûìè ïîêàçàòåëÿìè êà÷åñòâà â óñòàíîâèâ-
øåìñÿ ðåæèìå ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû îøèáîê, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Óñòàíîâèâøóþñÿ îøèáêó eâg(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ðÿäà:

eâg(t) = Cg0g(t) + Cg1
dg(t)

dt
+ . . . ,

ãäå

Cg0 = Weg(0), Cgi =
1

i!

diWeg(p)

dpi
|p=0, i = 1, 2, . . .

Çäåñü Weg(p) � ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ îòíîñèòåëüíî âõîäà g(t) è âûõîäà e(t).
Êîýôôèöèåíòû Cgk (k = 0, 1, 2, . . .) íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè îøèáêè ïî
çàäàþùåìó âîçäåéñòâèþ.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðåäñòàâèòü óñòàíîâèâøóþñÿ îøèáêó eâf(t):

eâf(t) = Cf0f(t) + Cf1
df(t)

dt
+ . . . ,

ãäå

Cf0 = Wef(0), Cfi =
1

i!

diWef(p)

dpi
|p=0, i = 1, 2, . . .

Çäåñü Wef(p) � ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ îòíîñèòåëüíî âõîäà f(t) è âûõîäà e(t).
Êîýôôèöèåíòû Cfk (k = 0, 1, 2, . . .) íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè îøèáêè ïî
âîçìóùåíèþ.

Ïåðâûå òðè êîýôôèöèåíòà îøèáîê èìåþò ñïåöèàëüíûå íàçâàíèÿ:
Cg0, Cf0�êîýôôèöèåíòû ïîçèöèîííîé îøèáêè;
Cg1, Cf1�êîýôôèöèåíòû ñêîðîñòíîé îøèáêè;
Cg2, Cf2�êîýôôèöèåíòû îøèáêè ïî óñêîðåíèþ.
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4.3. Ñòàòè÷åñêèå è àñòàòè÷åñêèå ñèñòåìû
Óñòàíîâèâøàÿñÿ îøèáêà ïðè ïîñòîÿííîì âíåøíåì âîçäåéñòâèè íàçûâà-

åòñÿ ñòàòè÷åñêîé îøèáêîé.
Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñòàòè÷åñêîé, åñëè ñòàòè÷åñêàÿ îøèáêà îòëè÷íà îò

íóëÿ, è àñòàòè÷åñêîé, åñëè ñòàòè÷åñêàÿ îøèáêà ðàâíà íóëþ.
Ìîæíî ãîâîðèòü î ñòàòè÷åñêîé è àñòàòè÷åñêîé ñèñòåìàõ îòíîñèòåëüíî

òîãî èëè èíîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.
Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñòàòè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî çàäàþùåãî âîçäåéñòâèÿ

(âîçìóùåíèÿ), åñëè ñòàòè÷åñêàÿ îøèáêà îò çàäàþùåãî âîçäåéñòâèÿ (âîçìó-
ùåíèÿ) îòëè÷íà îò íóëÿ, è àñòàòè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî çàäàþùåãî âîçäåé-
ñòâèÿ (âîçìóùåíèÿ), åñëè ñòàòè÷åñêàÿ îøèáêà îò çàäàþùåãî âîçäåéñòâèÿ
(âîçìóùåíèÿ) ðàâíà íóëþ. Ïðè ïîñòîÿííûõ g è f èìååì

eâg(t) = eg∞ = Cg0g, Cg0 = Weg(0);

eâf(t) = ef∞ = Cf0f, Cf0 = Wef(0).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà áóäåò ñòàòè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî âîçäåéñòâèÿ
g(t) (âîçìóùåíèÿ f(t)), åñëè Cg0 6= 0, (Cf0 6= 0), è àñòàòè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî
çàäàþùåãî âîçäåéñòâèÿ g(t) (âîçìóùåíèÿ f(t)), åñëè Cg0 = 0, (Cf0 = 0).

Àñòàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî çàäàþùåãî âîçäåéñòâèÿ îáëàäàåò
àñòàòèçìîì r-ãî ïîðÿäêà, åñëè

Cgo = Cg1 = . . . = Cgr−1 = 0, Cgr 6= 0.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ àñòàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ àñòàòèçìîì r-ãî ïî-
ðÿäêà îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèÿ.

Åñëè ñèñòåìà îáëàäàåò àñòàòèçìîì r-ãî ïîðÿäêà, òî êîýôôèöèåíòû îøè-
áîê Cgi (Cfi) ïðè i = 1, 2, ..., r ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Cgi =
Weg(p)

pi

∣∣∣∣
p=0

(
Cfi =

Wef(p)

pi

∣∣∣∣
p=0

)
.

Âûÿñíèì, êàêîé æå äîëæíà áûòü ñòðóêòóðà àñòàòè÷åñêîé ñèñòåìû óïðàâ-
ëåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ñ äâóìÿ âõîäàìè (ðèñ. 31). Ïóñòü ïå-

Ðèñ. 31. Òèïîâàÿ ñõåìà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ
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ðåäàòî÷íûå ôóíêöèè W1(p) è W2(p) èìåþò âèä:

W1(p) =
R1(p)

S1(p)
, W2(p) =

R2(p)

S2(p)
.

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû èìååò âèä:

W (p) = W1(p)W2(p) =
R(p)

S(p)
,

ãäå R(p) = R1(p)R2(p), S(p) = S1(p)S2(p).
Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ îøèáêè ïî çàäàþùåìó âîçäåéñòâèþ èìååò âèä:

Weg(p) =
1

1 + W (p)
=

S(p)

S(p) + R(p)
.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ áûëà àñòàòè÷åñêîé ñ àñòàòèçìîì r −
ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî çàäàþùåãî âîçäåéñòâèÿ, ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ Weg(p)
äîëæíà èìåòü âèä:

Weg(p) = prW0(p), W0(0) 6= 0.

À ýòî âîçìîæíî, åñëè ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå:

W (p) =
k

pr
W0(p),W0(0) =

R0(0)

S0(0)
= 1.

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû èìååò òàêîé âèä, åñëè ñèñòåìà
ñîäåðæèò r ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ èíòåãðèðóþùèõ çâåíüåâ.

Èíòåãðèðóþùèå çâåíüÿ äîëæíû áûòü âêëþ÷åíû â îñíîâíîé êîíòóð, à íå
â êîíòóð, îáðàçîâàííûé ìåñòíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ áûëà àñòàòè÷å-
ñêîé ñ àñòàòèçìîì r − ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî çàäàþùåãî âîçäåéñòâèÿ,
íóæíî, ÷òîáû îíà ñîäåðæàëà r ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ èíòåãðèðóþ-
ùèõ çâåíüåâ.

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ îøèáêè ïî âîçìóùåíèþ èìååò âèä:

Wef(p) =
−W2(p)

1 + W (p)
=

−R2(p)S1(p)

S1(p)S2(p) + R1(p)R(p)
.

Îòñþäà äåëàåì âûâîä: äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ áûëà àñòà-
òè÷åñêîé ñ àñòàòèçìîì r − ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèÿ, íóæíî,
÷òîáû îíà ñîäåðæàëà r ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ èíòåãðèðóþùèõ çâå-
íüåâ, âêëþ÷åííûõ ìåæäó òî÷êîé ñúåìà îøèáêè e è òî÷êîé ïðèëîæåíèÿ
âîçìóùåíèÿ f .
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5. ÑÈÍÒÅÇ ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
5.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ñèíòåçà

Â òåîðèè óïðàâëåíèÿ îñíîâíûìè çàäà÷àìè, êîòîðûå â íåé ðàññìàòðèâà-
þòñÿ, ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è àíàëèçà è ñèíòåçà. Çàäà÷à àíàëèçà ñâîäèòñÿ ê èññëå-
äîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè è êà÷åñòâà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ. Çàäà÷à æå ñèíòåçà
ôîðìèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� çàäàíà ñòðóêòóðà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ è ïî çàäàííûì ïîêàçàòåëÿì
êà÷åñòâà òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü åå ïàðàìåòðû;

� çàäàí îáúåêò óïðàâëåíèÿ è òðåáóåòñÿ ïî çàäàííûì ïîêàçàòåëÿì êà÷å-
ñòâà îïðåäåëèòü àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñèñòåìû íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü
àëãîðèòìè÷åñêóþ è ôóíêöèîíàëüíóþ ñòðóêòóðû ñèñòåìû, ò. å. ðåøèòü çà-
äà÷ó ïîëíîãî ñèíòåçà. Îïðåäåëåíèå àëãîðèòìè÷åñêîé ñòðóêòóðû (òåîðåòè÷å-
ñêèé ñèíòåç) ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è íà îñíî-
âàíèè òðåáîâàíèé, çàïèñàííûõ â ÷åòêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìå. Îïðåäåëå-
íèå ôóíêöèîíàëüíîé ñòðóêòóðû (òåõíè÷åñêèé ñèíòåç) çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå
êîíêðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ è ñîãëàñîâàíèÿ èõ ìåæäó ñîáîé ïî ñòà-
òè÷åñêèì è äèíàìè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì. Ýòà ïðîöåäóðà íå èìååò ïîêà
ñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé îñíîâû (ò.å. íå ôîðìàëèçîâàíà) è ïîýòîìó îòíîñèò-
ñÿ ê îáëàñòè èíæåíåðíîãî òâîð÷åñòâà. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî íå ëþáîé ýëåìåíò
àëãîðèòìè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìîæåò èìåòü îòîáðàæåíèå â âèäå ôèçè÷åñêîãî
áëîêà ôóíêöèîíàëüíîé ñòðóêòóðû, ò.å. ïðîñòî íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí, çà-
äà÷ó ñèíòåçà â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íåâîçìîæíî ðåøàòü, îïðåäåëÿÿ ñíà÷àëà
àëãîðèòìè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ÑÀÓ, à çàòåì ïî íåé - ôóíêöèîíàëüíóþ ñòðóê-
òóðó. Ïîýòîìó çàäà÷ó ñèíòåçà â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðåøàþò ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ñíà÷àëà, èñõîäÿ èç èçâåñòíîñòè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ ÎÓ, òðåáîâàíèé ê
íàçíà÷åíèþ è óñëîâèÿì ðàáîòû ÀÑÓ, ïî êàòàëîãàì ñåðèéíîãî îáîðóäîâàíèÿ
âûáèðàþò ôóíêöèîíàëüíî íåîáõîäèìûå ýëåìåíòû ñèñòåìû: ðåãóëèðóþùèé
îðãàí, èñïîëíèòåëüíîå óñòðîéñòâî, äàò÷èêè. Ýòè ýëåìåíòû ÑÀÓ âìåñòå ñ îáú-
åêòîì óïðàâëåíèÿ îáðàçóþò íåèçìåíÿåìóþ ÷àñòü ôóíêöèîíàëüíîé ñòðóêòó-
ðû ñèñòåìû. Çàòåì, íà îñíîâàíèè òðåáîâàíèé ê ñòàòè÷åñêèì è äèíàìè÷åñêèì
ñâîéñòâàì ÑÀÓ, îïðåäåëÿþò èçìåíÿåìóþ ÷àñòü ôóíêöèîíàëüíîé ñòðóêòóðû
ñèñòåìû, â êîòîðóþ âõîäÿò: óñèëèòåëüíî-ïðåîáðàçóþùåå óñòðîéñòâî, êîððåê-
òèðóþùèå óñòðîéñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðû îïðåäåëåíèÿ àëãîðèòìè÷åñêîé è ôóíêöèî-
íàëüíîé ñòðóêòóð òåñíî ïåðåïëåòàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Îêîí÷àòåëüíîå ðåøå-
íèå î ñòðóêòóðå ÑÀÓ ïðèíèìàåòñÿ íà îñíîâå êîìïðîìèññà ìåæäó êà÷åñòâîì
óïðàâëåíèÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, è ïðîñòîòîé è íàäåæíîñòüþ, ñ äðóãîé.
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Çàêëþ÷èòåëüíûì ýòàïîì ïðîåêòèðîâàíèÿ ÑÀÓ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷å-
ñêàÿ îïòèìèçàöèÿ - îïðåäåëåíèå íàñòðîå÷íûõ ïàðàìåòðîâ âûáðàííîãî ðåãó-
ëÿòîðà. Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà îáû÷íî âûïîëíÿþò àíàëèç ñèíòåçè-
ðîâàííîé ñèñòåìû, ò.å. ìåòîäàìè, èçëîæåííûìè â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, ïðî-
âåðÿþò, îáëàäàåò ëè ñèñòåìà íåîáõîäèìûìè ïîêàçàòåëÿìè óñòîé÷èâîñòè è
êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ.

Ïðèìåíåíèå íà âñåõ ýòàïàõ ñèíòåçà è àíàëèçà ÑÀÓ öèôðîâûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ìàøèí ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ñòðóê-
òóð è ïàðàìåòðîâ è òåì ñàìûì ñóùåñòâåííî óñêîðèòü ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà.

5.2. Èññëåäîâàíèå òèïîâûõ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìû ðàññìîòðèì âëèÿíèå òèïîâûõ çàêîíîâ óïðàâëå-

íèÿ íà óñòîé÷èâîñòü è êà÷åñòâî ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, ïðèâåäåííîé íà ðèñ.
32.

Ðèñ. 32. Òèïîâàÿ ñõåìà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

Ï-çàêîí. Ïðè Ï-çàêîíå ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðåãóëÿòîðà Wp(P ) = kï,
ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû èìååò âèä:

W (p) = Wp(p)W0(p) =
kï

T 2p2 + 2ξTp + 1
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
T 2λ2 + 2ξTλ + 1 + kï = 0

èìååò êîðíè

λ1,2 =
−ξ ±

√
ξ2 − (1 + kï)

T
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè îáúåêò óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîëåáàòåëüíûì çâåíîì
0 < ξ < 1, òî çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ïðè ëþáîì kï > 0 ÿâëÿåòñÿ òàêæå êî-
ëåáàòåëüíûì çâåíîì, è ñòåïåíü êîëåáàòåëüíîñòè µ =

√
kï+1−ξ2

ξ ñ ðîñòîì kï
âîçðàñòàåò.

Ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè îøèáêè ïî çàäàþùåìó âîçäåéñòâèþ è ïî âîçìó-
ùåíèþ èìåþò âèä:

Weg(p) =
1

1 + W (p)
=

T 2p2 + 2ξTp + 1

T 2p2 + 2ξTp + 1 + kï
,
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Wef(p) =
−W0(p)

1 + W (p)
=

−1

T 2p2 + 2ξTp + 1 + kï
,

è äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîçèöèîííîé îøèáêè èìååì:

Cg0 = Weg(0) =
1

1 + kï
, Cf0 = Wef(0) =

−1

1 + kï
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè Ï-ðåãóëÿòîðå ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ
ñòàòè÷åñêîé, è ñòàòè÷åñêàÿ îøèáêà óáûâàåò ñ ðîñòîì kï. Îäíàêî íà÷èíàÿ ñ
kï = ξ2 − 1 ñ ðîñòîì kï óâåëè÷èâàåòñÿ ñòåïåíü êîëåáàòåëüíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä: ñ óâåëè÷åíèåì kï êà÷åñòâî ñèñòå-
ìû â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå óëó÷øàåòñÿ, à â ïåðåõîäíîì ðåæèìå óõóäøà-
åòñÿ.

ÏÈ-çàêîí. Â ýòîì ñëó÷àå Wp(p) = kï +
kè
p , ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ

ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû èìååò âèä:

W (p) = Wp(p)W0(p) =
kïp + kè

p(T 2p2 + 2ξTp + 1)
,

è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä:
T 2λ3 + 2ξTλ2 + (1 + kï)λ + kè = 0.

Êîýôôèöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëüíû, îïðåäåëèòåëü Ãóðâèöà
2-ãî ïîðÿäêà

∆2 = 2ξT (1 + kï)− T 2kè
ïðè kè < 2ξ

T (1 + kï) áîëüøå íóëÿ è ñèñòåìà óñòîé÷èâà, à ïðè kè ≥ 2ξ
T (1 + kï)

ìåíüøå èëè ðàâåí íóëþ è ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà. Ñëåäîâàòåëüíî, óâåëè÷åíèå
êîýôôèöèåíòà ïðè èíòåãðàëüíîì ÷ëåíå ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû.
C óâåëè÷åíèåì kè â îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè çàïàñû óñòîé÷èâîñòè óáûâàþò, à
ñòåïåíü êîëåáàòåëüíîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ.

Òàê êàê ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè îøèáêè èìåþò âèä:

Weg(p) =
1

1 + W (p)
=

p(T 2p2 + 2ξTp + 1)

p(T 2p2 + 2ξTp + 1) + kïp + kè
,

Wef(p) =
−W0(p)

1 + W (p)
=

−p

p(T 2p2 + 2ξTp + 1) + kïp + kè
,

òî êîýôôèöèåíòû îøèáîê èìåþò âèä:

Cg0 = Weg(0) = 0, Cg1 =
Weg(p)

p

∣∣∣∣
p=0

=
1

kè
,

Cf0 = Wef(0) = 0, Cf1 =
Wef(p)

p

∣∣∣∣
p=0

= − 1

kè
.

Ïðè âêëþ÷åíèè èíòåãðàëüíîãî ñëàãàåìîãî â çàêîí óïðàâëåíèÿ ñèñòåìà
ñòàíîâèòñÿ àñòàòè÷åñêîé, è ñ óâåëè÷åíèåì kè óìåíüøàåòñÿ ñêîðîñòíàÿ îøèá-
êà. Îäíàêî ïðè ýòîì óõóäøàåòñÿ êà÷åñòâî ñèñòåìû â ïåðåõîäíîì ðåæèìå, è
ñ îïðåäåëåííîãî kè ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé.
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ÏÄ-çàêîí. Ïðè ýòîì çàêîíå Wp(p) = kï+käp, à ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ
ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû:

W (p) = Wp(p)W0(p) =
kï + käp

T 2p2 + 2ξTp + 1
è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

T 2λ2 + (2ξT + kä)λ + 1 + kï = 0.

Êîðíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ:

λ1,2 =
−(kä + 2ξT )±√

(kä + 2ξT )2 − 4T 2(1 + kï)

2T 2 .

Êîãäà ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå íåîòðèöàòåëüíî, ò.å.
(kä + 2ξT )2 − 4T 2(1 + kï) ≥ 0

èëè
kä ≥ 2T (

√
kï + 1− ξ),

ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àïåðèîäè÷åñêèì çâåíîì 2-ãî ïîðÿäêà. Åñëè âû-
ïîëíÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî, ò.å.

kä < 2T (
√

kï + 1− ξ), (27)
òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ êîëåáàòåëüíûì çâåíîì, à ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè η è ñòå-
ïåíü êîëåáàòåëüíîñòè ν ñîîòâåòñòâåííî ïðèíèìàþò âèä:

η =
kä + 2ξT

2T 2 , µ =

√
4T 2(kï + 1)

(kä + 2ξT )2 − 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (27) ñ ðîñòîì kä ñòåïåíü óñòîé÷è-
âîñòè âîçðàñòàåò, à ñòåïåíü êîëåáàòåëüíîñòè óáûâàåò.

Ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè îøèáêè èìåþò âèä:

Weg(p) =
1

1 + W (p)
=

T 2p2 + 2ξTp + 1

T 2p2 + (2ξT + kä)p + 1 + kï
,

Wef(p) =
−W0(p)

1 + W (p)
=

−1

T 2p2 + (2ξT + kä)p + 1 + kï
,

è äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîçèöèîííîé îøèáêè èìååì:

Cg0 = Weg(0) =
1

1 + kï
, Cf0 = Wef(0) =

−1

1 + kï
.

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåíèå â çàêîí óïðàâëåíèÿ äèôôåðåíöèðóþùåãî ÷ëå-
íà óëó÷øàåò êà÷åñòâî ñèñòåìû â ïåðåõîäíîì ðåæèìå. Íà êà÷åñòâî ñèñòåìû
â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå (ïðè ïîñòîÿííûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ) îí íèêà-
êîãî âëèÿíèÿ íå îêàçûâàåò. Íî ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ïðè ÷ðåçìåðíîì
óâåëè÷åíèè kä êà÷åñòâî ñèñòåìû â ïåðåõîäíîì ðåæèìå ìîæåò óõóäøèòüñÿ.
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ÏÈÄ-çàêîí. Â ýòîì ñëó÷àå Wp(p) = kï+käp+
kè
p , ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíê-

öèÿ ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû èìååò âèä:

W (p) = Wp(p)W0(p) =
kïp + käp2 + kè

(T 2p2 + 2ξTp + 1)p
è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

T 2λ3 + (2ξT + kä)λ2 + (1 + kï)λ + kè = 0.

Îïðåäåëèòåëü Ãóðâèöà 2-ãî ïîðÿäêà
∆2 = (2ξT + kä)(1 + kï)− T 2kè

âûáîðîì kä âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ïîëîæèòåëüíûì.
Òàêèì îáðàçîì, ââåäåíèå â çàêîí óïðàâëåíèÿ èíòåãðèðóþùåãî ÷ëåíà ìî-

æåò ñäåëàòü óñòîé÷èâóþ ñèñòåìó íåóñòîé÷èâîé, à ââåäåíèå äèôôåðåíöèðóþ-
ùåãî ÷ëåíà ìîæåò ñäåëàòü íåóñòîé÷èâóþ ñèñòåìó óñòîé÷èâîé.

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ îøèáêè èìååì:

Cg0 = Weg(0) = 0, Cg1 =
Weg(p)

p

∣∣∣∣
p=0

=
1

kè
,

Cf0 = Wef(0) = 0, Cf1 =
Wef(p)

p

∣∣∣∣
p=0

= − 1

kè
.

Âñå îñíîâíûå âûâîäû î âëèÿíèè äèôôåðåíöèðóþùåãî è èíòåãðèðóþùåãî
÷ëåíîâ íà êà÷åñòâî ñèñòåìû, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ðàññìîòðåíèÿ ÏÈ-çàêîíà
è ÏÄ-çàêîíà óïðàâëåíèÿ, ñîõðàíÿòñÿ è ïðè ðàññìîòðåíèè ÏÈÄ-çàêîíà.

Èòàê, îñíîâíûå âûâîäû òàêîâû:
1) ââåäåíèå â çàêîí óïðàâëåíèÿ èíòåãðèðóþùåãî ÷ëåíà äåëàåò ñèñòåìó

àñòàòè÷åñêîé è óëó÷øàåò êà÷åñòâî ñèñòåìû â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå,
íî îêàçûâàåò äåñòàáèëèçèðóþùåå âëèÿíèå (ò. å. ìîæåò ñäåëàòü ñèñòåìó
íåóñòîé÷èâîé) è óõóäøàåò êà÷åñòâî ñèñòåìû â ïåðåõîäíîì ðåæèìå;

2) ââåäåíèå â çàêîí óïðàâëåíèÿ äèôôåðåíöèðóþùåãî ÷ëåíà îêàçûâàåò
ñòàáèëèçèðóþùåå âëèÿíèå (ìîæåò ñäåëàòü íåóñòîé÷èâóþ ñèñòåìó óñòîé-
÷èâîé) è óëó÷øàåò êà÷åñòâî ñèñòåìû â ïåðåõîäíîì ðåæèìå, íå îêàçûâàÿ
âëèÿíèÿ íà êà÷åñòâî ñèñòåìû â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå.
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